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U P super-λrJ�W���J�Cb����Jef��	R�VW��
	
��
�F�M de-Bruijn  UB(d,n) � super-λ (d≥2, n≥2). M n≥4, �Z��F UB(2,n) �J�
W���J� 4; UB(2,3) �J�W���J� 3. M d≥3, �Z� UB(d,n) (n≥3) �J�
W���J λ′, U� 2d−2<λ′≤4d−4.

��� de-Bruijn ������J�W���J���W

1 ��
P��	C���A�T�m��k (xN
�N) �����T��T�m�Y

g�k�o��Y�t��KE����t���l�P��	�bC���T�
m����f�N�hc���C����Yg�A�Kt�A�K���C���Y
g��f�Dc����Q�Dc��xDczI�ph��Dc���gw��� 
X!ix χ cD (
 λ "�) y#�$�� �A�Z��v���%�A�K
�A
�K�gUsw&��	
Sj�'�(���C�'��K�pR��Dc��H�
GGC���u�ZH�g'���Dc�����aQ�Z�� �'���T�
������ rD���!� (�) A�YtK�Y (�) A�K�"j#)$ [1,2]. x
j�X���o*HwP��� [3−6]. de Brujin �T# ��!!X�T (hypercube)
�x"#�� [7,8], +��mY�j#kWd��� [3]  �$t%%!�G UB(2, n) �
K�YA�K� 3; T. Soneoka � [4]  !�GxN de Brujin �� super-λ. &*"$�
N de Brujin � UB(d, n) g� super-λ,  ����&d$G UB(2, n) �K�Y�A�
K�

2 #R$E%
NdG� G = (V,E), V = V (G) ', G �FD'� E = E(G) ',�'�Gn G

�A�K χ = min
{|S| : S ⊂ V �Z('
 |S| = |V | − 1

}
; G ��A�K λ = min

{|S| :
S � G ��a'

}
; δ(G) ', G ��PK��Q��V& χ(G) ≤ λ(G) ≥ δ(G). hc�
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.���A���2n χ(G) = δ(G); hc�.����A���2n λ(G) = δ(G). F
��hc��A��hG����A���/Dc���A��)3 λ L �+���
�Yg�hGL �o�+���P�a'�b�hGL �#kx0fa'f*��
���

���G� G �FD���'���Y"�'��"OL%� ρ, 1u���I!
��(y�)L���YGn� G A��"O�+* Rel (G; ρ). v mi ',,�� i �
�a'�b�(

Rel (G; ρ) = 1−
|E|∑
i=λ

miρ
i(1− ρ)|E|−i.

4l+2�3 ρ &gP�� mi1ρ
λ(1− p)|E|−λ -GG Rel (G; ρ) ��P�#k��A5

�T��34 “λ .�g�Qu mλ .�gP”. �G/5 “mλ .�gP”, %�)$G
!��A�K�"j [1].

,S 1 hc���A�� G � super-λ, 2n G  Yc,�� λ ��a'h!F
DK� δ �FD�

�GGE6A/5�� super-λ, Esfahanian, Hakimi � [2]  )$GK�Y�A�
K�"j�

,S 2 � G = (V,E) �hc�� S ��' E �hc-'�2n G − S �A��
1u G− S �ph!D�( S .� G �hcK�Y�a'�� G �K�Y�A�KG
n� G �#xK�Y�a'��P,��+* λ′(G).

F��2n λ′(G) > δ(G), (� G hG� super-λ ����K�YA�K�06G
n�

xN de Brujin � B(d, n) �Gn2D�pFDv7K� n �.89 (.�A/)
',� V =

{
(x1, x2, · · · , xn)

}
: x1 ∈ {0, 1, · · · , d − 1}, i = 1, 2, · · · , n}, :FD x =

(x1, x2, · · · , xn) ;FD y x�3u13 y = (x2, x3, · · · , xn, t), p t ∈ {0, 1, · · · , d −
1}, B(d, n)xE02t��GN3w��$���#4;�4<��.��N de Brujin
� UB(d, n).

D����#f!��Dc1f5n�
,2 A �N de Brujin � UB(d, n) (n ≥ 2) � super-λ.
,2 B �N de BrujinAM <UB(2, n)3 n ≥ 4��K�Y�A�K� 4;Q UB(2, 3)

�K�Y�A�K� 3. 3 d ≥ 3 �� UB(d, n) �K�Y�A�K λ′ V& 2d− 2 < λ′ ≤
4d− 4.

3 QM34$B5
CA 1[6] N� G,λ′(G) ≤ min

uv∈E(G)
{d(u) + d(v)− 2}.

CA 2[9] UB(d, n) (n ≥ 2) ���A���) χ = λ = δ = 2d− 2.
CA 2[4] B(d, n) (n ≥ 2) � super-λ, �6 λ = d− 1.
CA 4[3] UB(2, n) (n ≥ 2) �K�YA�K� 3.
D���GnhQR"j�
� UB(d, n)  �N i = i1, i2, · · · , in, FD j .� i �yID�2n j = (x, i1, i2, · · ·,

in−1); 06�� j .� i �6ID�2n j = (i2, i3, · · · , in, x), p 0 ≤ x ≤ d − 1. R(i)
t L(i) Z�',FD i �yIDt6I�'v (7�3 (i1 = i2 = · · · = in ��wGn�
i &7� i �yIDg� i �6ID�) i ∈ R(i) Qu i ∈ L(i)). K i = (i1, i2, · · · , in) t
j = (j1, j2, · · · , jn)� UB(d, n) �mDcD�( L(i) =

{
(i2, i3, · · · , in, x) | 0 ≤ x ≤ d−1

}

t L(j) =
{
(j2, j3, · · · , jn, x) | 0 ≤ x ≤ d − 1

}
. 2n ik = jk N#x k ∈ {2, 3, · · · , n} �
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!�F� L(i) = L(j) =
{
(i2, i3, · · · , in, x) | 0 ≤ x ≤ d − 1

}
, )

∣∣L(i) ∩ L(j)
∣∣ = d; @(�∣∣L(i) ∩ L(j)

∣∣ = 0. N
∣∣R(i) ∩R(j)

∣∣ g06�!���Gn T (i) =
{
j
∣∣L(i) ∩ L(j)

∣∣ = d
}
t

T ′(i) =
{
j | |R(i) ∩ R(j)| = d

}
. K i = (i1, i2, · · · , in), w L(i) t T (i) �Gn����e

+2 ∣∣L(i)
∣∣ = d t

{
(y, i2, · · · , jn) | 0 ≤ y ≤ d− 1

} ⊂ T (i), i�exD�89�!�

CA 5 |R(i)| = |L(i)| = d t |T (i)| = |T ′(i)| = d N#x�FD i �!�
9 v0v1 · · · vk .�: v0 ; vk � R T (L T), 2nNYc p, 1 ≤ p ≤ k, vp � vp−1

�yID (6ID). R T (L T) L06Gn�

4 #9:V%
,2 A �N de Bruijin � UB(d, n) (n ≥ 2) � super-λ ��
; � F � UB(d, n)  ,� λ = 2d− 2 ��a'� G1 t G2 Z�� G− F �Dc

A�Z�� G1/F (G2/F ) ', G1(G2)  : F j:�FD'v��;hCY����G
G1/F | ≤ |G2/F | ≤ |F | = 2d− 2.

��<E;!�2n |G1/F | �= 1, ( |G1/F | ≥ 2d− 2.
(1) 2n V (G1)−G1/F �= ∅, F� |G1/F | ≥ 2d − 2. @(� G1/F <�hc,P&

2d− 2 �Z('�:89 2 WO�
(2) 2n V (G1)−G1/F = ∅, K ∣∣V (G1)

∣∣ = x, ��x

x(x− 1)
2

≥ ∣∣E(G1)
∣∣ ≥ δx− (2d− 2)

2
,

)

x(x− 1) ≥ (2d− 2)(x− 1).

o� |G1/F | = x �= 1, #k x ≥ 2d− 2.
: (1) t (2) +�

|G2/F | ≥ |G1/F | ≥ 2d− 2,

oQ

|G2/F | = |G1/F | = 2d− 2.

w |F | = 2d− 2 l+� F � G1/F : G2/F �hc=ylk�
K uv � F  h"��1u u ∈ G1/F, v ∈ G2/F . �;hCY����G v ∈ L(u),

o� F � G1/F : G2/F �hclk�#k L(u) − {v} ⊂ V (G1). G����==
T (u)  �D�K u′ ∈ T (u)− {u}, 2n u′ ∈ V (G1), ( u′v � F  h"��g<� v :
F  <>D"�j:��: F �lkWO�iN�m u′ ∈ T (u)−{u} x u′ ∈ V (G1). Z
D=vU�N�

>N 1 d ≥ 3.
w89 5, u <>xDc6ID� G1  �cXw T (u) t L(u) �Gn� u′ : F  

<>D"�j:��: F �lkWO�
>N 2 d = 2.
�;hCY����G u = (1, u2, · · · , un), v = (u2, u3, · · · , un, x), �6 x = 0 
� 1.

K v′ = (u2, u3, · · · , un, x) � u �Jhc6ID� v′ hG� V (G1)  � T (u)  Jhc
D u′ = (0, u2, · · · , un) hG� V (G2)  ��� |F | = 2(�� 1).
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G2

u′ v

v′ u

G1

? 1

<E��%� (1, 1, · · · , 1) ∈ V (G1) t (0, 0, · · · , 0) ∈ V (G2), �NDHD"9�

W1 : (1, 1, · · · , 1) −→ (1, 1, · · · , 1, u2) −→ · · · −→ (1, u2, · · · , un) = u,

W2 : (0, 0, · · · , 0) −→ (0, 0, · · · , 0, u2) −→ · · · −→ (0, u2, · · · , un) = u′.

2n W1  xFD� V (G2)  � W1 hG>o� u′v′ 
 vu, o� W1 �h" L T9�
zo� W1  �uD�A/�ChcZE� 1, Q u′ �A/�ChcZE� 0, #k W1

��o u′v′, oQ W1 �o uv, o� u ∈ L(v), #k (1, u2, · · · , un) = (u3, u4, · · · , un, x, y).
7m; W1 �o v, #k u2 − 1, w�@$ u2 = u3 = · · · = un = x = 1, ) u = v0, WOT
#k W1  YhcDH� V (G1)  �3�x (1, 1, · · · , 1) ∈ V (G1), �Y W2 �06!�
(0, 0, · · · , 0) ∈ V (G2).

G�����Y (1, 1, · · · , 1) t (0, 0, · · · , 0) ??�D"L P1 t P2:

P1 : (1, 1, · · · , 1) −→ (1, 1, · · · , 1, 0) −→ · · · −→ (1, 0, · · · , 0) −→ (0, · · · , 0),
P2 : (0, 0, · · · , 0) −→ (0, 0, · · · , 0, 1) −→ · · · −→ (0, 1, 1, · · · , 1) −→ (1, 1, · · · , 1).

��+2 P1 �h": (1, 1, · · · , 1) ; (0, 0, · · · , 0) � L TL�P2 �: (0, 0, · · · , 0) ;
(1, 1, · · · , 1) � L TL�wr��!��+� uv ∈ P1 t u′v′ ∈ P2. oQ�

(u2, · · · , un;x) =
(
1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸

y

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−y

)
, (1)

(u2, · · · , un;x) =
(
0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

i

, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n−t

)
. (2)

: (1) !t (2) !+� u2 = · · · = un = 1 
� 0.
�Y� u2 = · · · = un = 1, oQ x = 0 Qu u = u′ = (1, 1, · · · , 1), ��hcWO�w

O#X���x |G1/F | = 1. �Y� G1/F = x, 2n V (G1) �= x, ( x �hcZ('�
:A�K k = 2 WO�#k V (G1) = x Qu d(x) = 2. G� A !\�

,2 B 3 n ≥ 4 �� UB(2, n) �K�Y�A�K� 4; Q UB(2, 3) �K�YA�
K� 3. 3 d ≥ 3 �� UB(d, n) (n ≥ 3) �K�Y�A�K λ′ V& 2d− 2 < λ′ ≤ 4d− 4.

; ���N n ≥ 4 �vU�� F � UB(2, n) �K�Y�a'�1u |F | = 3. G1

t G2 � G− F �DcA�Z��1u ∣∣V (G2)
∣∣ ≥ ∣∣V (G1)

∣∣ ≥ 2. �� uv ∈ F, u ∈ V (G1)
t v ∈ V (G2) 1u v ∈ L(u). � v′ ∈ L(u)− {v}.

>N 1 v′ ∈ V (G2).
�� uv t uv′ H� F  �� F  Jh"�� xy, x ∈ V (G2), y ∈ V (G1).
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2n
∣∣V (G1)− {u, y)}∣∣ ≥ 2, �� {x, y} � UB(2, n) �hcK�YZ('�:89 4

WO�#k
∣∣V (G1)− {u, y}∣∣ ≤ 1.

(i) V (G1) = {u, y}.
<E

∣∣E(G1)
∣∣ = d(u)+d(y)−3

2 . 7m; n ≥ 3 ��� UB(2, n)  K� 2 �DhG:K
� 3 �D�LI�oQ�mDLID u t y, x d(u) + d(y) ≥ 6. i

∣∣E(G1)
∣∣ ≥ 3

2 , F�W
O�

(ii) V (G1) = {x, y, z}(�� 2)
 e��x |E(G1)| = d(u)+d(z)+d(y)−3

2 3 n ≥ 3��V (G1) <Pxhc 2KD�i
|E(G1)| ≥ 2+3+3−3

2
5
2 ,#k G1 hG�=y��i d(z) = 2,/3 n ≥ 3��d(z)+d(y) = 6,

) d(y) = 4, i y hG: G2  aDDLA��: |F | = 3 WO�
>N 2 v′ ∈ V (G).
� u′ = T (u) − {u}, 2n u′ ∈ V (G1), ( vu t vu′ H[& F , ) R(v) = {u, u′} H

� V (G1)  ����2 vU 1, ���N v �v�)�4;WO�i���Y�G
u′ ∈ V (G2), 1� F − {uv, u′v′} = xy, x =∈ V (G2), y ∈ V (G1), 1u F � {u, v′, y} :
{v, u′, x} ??�hc=ylk (���]��OvU 1 he06]Q). ��@h^��
y ∈ L(x)(�� 3).

G2
v v′ x

G1

u

X

y

G2

v
u′ x

G1

u v′ y

? 2 ? 3

� y′ = L(x)−{y}t x′ = T (x)−{x},F� y′ ∈ V (G2)t x′ ∈ V (G2),�� x′y′ ∈ F Q
|F | = 3, i���e4; v′ = x′ t u′ = y′. ��� u′ ∈ L(x), {v′, x} = T (x), v′ ∈ R(u′).

���YK v′ = (1, 0, 1, 0, · · · , 0, 1) t u′ = (0, 1, 0, 1, · · · , 1, 0) (�Y� n �q�). �
�

u = (1, 1, 0, 1, 1, 0, · · · , 1, 0), y = (0, 1, 0, 1, · · · , 0, 1, 1),
v = (1, 0, 1, 0, · · · , 1, 0, 0), x = (0, 0, 1, 0, 1, · · · , 0, 1).

�N9 W1 t W2,

W1 : u←− (1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, · · · , 1)←− (1, 1, 1, 1, 0, 1, · · · , 0)←− · · · ←− (1, 1, · · · , 1),
W2 : x←− (0, 0, 0, 1, 0, 1, · · · , 0)←− (0, 0, 0, 0, 1, 0, · · · , 1)←− · · · ←− (0, 0, · · · , 0).

o� W1  �uD�A/�rDcZEB� 1, Q v, u′ t x �A/�rDcZE� 
� 1, i�eSG W1 hG� G1  � � W2 hG� G2  �oQ��x (1, 1, · · · , 1) ∈
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V (G1), (0, 0, · · · , 0) ∈ V (G2). ^�N: (1, 1, · · · , 1) ; (0, 0, · · · , 0) � L TL P .

P : (1, 1, · · · , 1) −→ (1, 1, · · · , 1, 0) −→ · · · −→ (1, 0, · · · , 0) −→ (0, 0, · · · , 0).

3 n ≥ 4 �� P hG�>o uv t v′u′ �D"���: F �Z('WO�#k3
n ≥ 4 �� UB(2, n) �K�Y�Y�K ≥ 4. w89 1, ���e+2 UB(2, n) (n ≥ 3)
�K�Y�Y�K ≤ 4, i λ′(UB(2, n)

)
= 4 N n ≥ 4.

X 3 n = 3 ��OXL P �>o uv =
(
1, 1, 0), (1, 0, 0)

)
� (�� 4). 1u

{xy, u′v′, uv} `q�hcK�Y�a'�

000

v
100

x001

u′

010 101
v′ 111

u
110

y 011

? 4

wG� At89 1, 3 d ≥ 3��!)x 2d−2 < λ′(UB(d, n)
) ≤ 4d−4. !�=\�

5 @DT
� [3]  �$t%%&]QGK�Y4mHP�d$Ghcwq�OS� e�K

�Y�4mHPg�hcJ4_]����/v���6�!�XT��g�"��N
d ≥ 3 �� UB(d, n) `�� super-λ, /pK�Y�A�K&�+2�v��&*�XT
x_]&xQ[(��g&(fS\ UB(d, n) p+hQY��
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SUPER CONNECTIVITY AND
RESTRCTED CONNECTIVITY OF

UNDIRECTED DE BRUIJN GRAPHS

Lü Changhong

(Department of Mathematics, Hunan Normal University, Changsha 410081)

Zhang Kemin

(Department of Mathematics, Nanjing University, Nanjing 210093)

Abstract super-λ and restrcted connectivity are more refined network reliability indexes
than edge-connectivity. In this work, we proved:

(1) UB(d, n) is super-λ (d ≥ 2, n ≥ 2);
(2) The restrcted connectivity of UB(2, n) is 4 for n ≥ 4, and it is 3 for UB(2, 3).

When d ≥ 3, 2d− 2 < λ′(UB(d, n)
) ≤ 4d− 4.

Key words de Bruijn graph, super edge-connectivity, restrcted edge-conectivity,
reliability


