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摘 　要 　全面综述了柔性多体系统动力学近年来的研究成果. 对建模方法、模态选取及模态综

合、动力刚化及柔性多体系统动力学中微分 - 代数方程的数值方法等研究热点进行了详细的阐

述 , 并简要展望了柔性多体系统动力学今后的发展趋势.
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1 　前 　言

柔性多体系统动力学研究由刚体和柔性体组成的复杂机械系统在经历大范围空间运动时的

动力学行为 , 是多刚体系统动力学的自然延伸和发展. 它主要研究柔性体的变形与其大范围空

间运动之间的相互作用或相互耦合 , 以及这种耦合所导致的动力学效应. 柔性体的变形运动与

柔性体大范围空间运动的同时出现及其相互耦合是柔性多体系统动力学的本质特征 , 这个特征

使其动力学模型不仅区别于多刚体系统动力学 , 也区别于结构动力学 , 是两者的结合与推广.

柔性多体系统动力学是与经典动力学、结构动力学、控制理论及计算机技术紧密相联的一门新

兴交叉学科 , 在航空航天、机器人、高速机构及车辆等各个领域有着广泛的应用 , 成为目前理

论和应用力学最活跃的分支之一.

虽然柔性多体系统动力学的模型可分别退化为多刚体系统动力学模型和结构动力学模型 ,

但并非二者的简单结合. 柔性体大范围空间运动与其弹性变形之间耦合的机理仍需深入研究 ,

且这种耦合给动力学建模及数值计算带来了许多困难 , 使柔性多体系统与上述两种系统有本质

不同的动力学特性. 如何更为准确、高效地建立柔性多体系统的动力学模型 , 如何对柔性体进

行模态选取与模态综合 , 如何处理柔性体经历大范围空间运动时的动力刚化问题 , 以及针对柔

性多体系统动力学数学模型的数值方法的研究是柔性多体系统动力学的研究热点. 本文主要针

对上述问题进行详细深入的评述 , 以期较为全面地反映近年来国内外柔性多体系统动力学的研

究现状.

2 　柔性多体系统动力学的建模方法

柔性多体系统动力学的建模方法同多刚体系统动力学相似 , 也可分为绝对坐标和相对坐标
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两种方法 , 所不同的是在每种方法中均引入了有限元节点坐标或模态坐标以表示柔性体的变

形. 　A. A. Shabana 等[1 ]用绝对坐标法建立了柔性多体系统的动力学模型 , 该方法用一致质

量有限元方法对柔性体进行离散 , 柔性体的大范围转动用 Euler 四元数来描述. 绝对坐标方法

具有程式化好、编程方便的优点 , 许多学者[2 ,3 ]的建模方法与此类似. 但该方法广义坐标和约

束方程较多 , 计算工作量较大 , 尤其对大型复杂系统 , 计算效率较差. E. J . Haug 在用铰相

对坐标建立多刚体系统动力学模型[4 ]的基础上 , 根据矢量变分方法 (Variational2Vector Calcu2
lus Method) [5 ]和虚功原理 , 采用铰相对坐标加模态坐标的方法 , 建立了开环及含闭环的柔性

多体系统的动力学模型[6 ,7 ] . 该方法对柔性体用集中质量有限元方法进行离散 , 用 Euler 四元

数描述柔性体的大范围转动. 相对坐标方法具有动力学方程广义坐标和约束方程少、计算效率

高的优点 , 但是程式化较绝对坐标方法差.

潘振宽、洪嘉振和刘延柱等[8 ,9 ]根据 Jourdain 变分原理 , 建立了绝对坐标下单柔体的动力

学方程 , 利用递推关系 , 提出了相对坐标形式的树形柔性多体系统动力学的单向递推组集建模

方法 , 并将其发展到含闭环的柔性多体系统中[10 ,11 ] . 该方法充分利用了绝对坐标方法建模的

程式化形式 , 以单向递推组集的方法建立系统的动力学方程 , 具有较高的计算效率. 对于闭环

系统 , 该方法建立了绝对坐标下的切断铰约束库 , 利用递推关系将其转换到铰相对坐标和模态

坐标上 , 得到了微分 - 代数形式的闭环柔性多体系统动力学方程.

3 　模态选取及模态综合

　　在柔性多体系统动力学中 , 如何描述柔性体的变形是非常重要的. 最初的做法是直接将有

限元节点坐标作为柔性体变形的广义坐标 , 这种做法的缺点是动力学方程中广义坐标的数目庞

大 , 对于复杂的大型结构 , 这种做法使得数值积分几乎不可能进行. 为此需要引入结构动力学

中的坐标缩聚技术 , 使用少量的模态坐标代替节点坐标以降低动力学方程的求解规模. 传统的

做法是选取若干低阶的正则模态作为模态函数 , 可直接由有限元方法得到 , 且用正则模态得到

的模态质量阵和模态刚度阵均为对角阵 , 减少了仿真计算的工作量. 但正则模态是通过特征值

分析得到的 , 只能较好地解决自由振动问题 , 而柔性体的变形是在外力、惯性力及联结铰约束

反力等动载荷作用下的强迫振动问题 , 模态的选取必须考虑到动载荷的大小及其频率特性.

W. S. Yoo [12 ]数值实验的结果表明 : 当柔性体上存在较大的非结构附加质量或联接铰中存在

较大的动约束反力时 , 必须选取较多的正则模态 (特别是高阶模态) 来描述柔性体的变形 , 这

使得模态坐标阵的维数和广义坐标数目增大 , 不利于动力学仿真计算.

为了解决上述问题 , W. S. Yoo [13 ] 、于清和洪嘉振[11 ]将结构动力学中的静力校正模态引

入到柔性多体系统动力学中. 其原理为在柔性体受较大动载荷和外力的节点坐标上施加单位

力 , 将由此得到的静变形作为模态坐标阵的一部分. 因正则模态可较好地解决自由振动问题 ,

静力校正模态能够反映柔性体在较大动载荷作用下引起的变形 , 类似于非齐次常微分方程解的

构造 , 可在变形模态阵中同时选取正则模态和少量的静力校正模态 , 通过 Gram2Schmidt 正交

化方法 , 使它们相互正交. 柔性体的变形可表示为

u = Ψnαn + Ψsαs (1)

其中 Ψn 和Ψs 为正则模态坐标阵及静力校正模态坐标阵 , 分别由特征值分析和静力分析得到 ,

αn 和αs 为与之对应的模态坐标. 柔性体的变形模态坐标阵 Ψ为

Ψ = [Ψn 　Ψs ] (2)

此时的模态质量阵 Μm 及模态刚度阵Κm 分别为
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Μm = ΨTΜΨ =
I nn 0

0 ΨT
sΜΨs

, 　Κm = ΨTΚΨ =
Λnn 0

0 ΨT
sΚΨs

(3)

其中 Μ 和Κ分别为柔性体的质量阵和刚度阵 , Λnn 为一对角阵 , 其元素为与 Ψn 对应的特征

值. W. S. Yoo [12 ]较详细讨论了静力校正模态选取的方法 , 但指出静力校正模态的选取无严

格的规律可循 , 绝大多数情况下还得依靠经验.

S. H. Shin[14 ]对静力校正模态在动力学仿真中的应用进行了进一步的讨论 , 指出 : 如果

由式 (3) 定义的模态质量阵 Μm 中ΨT
sΜΨs 矩阵对角元素的绝对值与单位值有数量级的差别 ,

此时的模态质量阵是病态的. 为了解决这一问题 , 可将静力校正模态乘上适当的系数 , 以保证

模态质量阵具有良好的数值性态. 另外 , 模态质量阵 Μm 和模态刚度阵Κm 不一定是对角阵 ,

这为动力学仿真带来了额外的工作量. 对此可进一步求解如下的特征值问题

{Κm - ω2
iΜ

m }Χi = 0 　 ( i = 1 , ⋯, m) (4)

特征向量Χi 构成坐标变换阵Χ的列 , 于是可得到新的模态坐标阵Φ

Φ = ΨΧ (5)

可以看出 , 新的模态坐标阵Φ与Μ和Κ分别正交

ΦTΜΦ = Ιmm , 　ΦTΚΦ = Λm m (6)

此时柔性体的弹性变形可表示为

u = Φα (7)

　　H. T. Wu[15 ]分析了采用模态及模态坐标的方法描述柔性体的变形时引入的截断误差.

设使柔性体变形的动载荷为 F , 其中包括外力、D’Alembert 惯性力及联接铰动约束反力三部

分 , 截断误差 R ( t) 为

R ( t) = F - MΨΨT F + MΨΛm mα - KΨα =

( Im m - MΨΨT) F - ( KΨ - MΨΛm m )α (8)

(8) 式中第一项为用缩聚的模态坐标阵 Ψ表示动载荷 F 而引入的误差 , 一般说来 , 只使用正

则模态不能减小此项误差 , 但选取静力校正模态可降低此项误差. (8) 式中第二项当仅选取全

部的正则模态时可自动消失. 所以同时选取正则模态和静力校正模态作为变形模态坐标阵可降

低截断误差 , 提高动力学仿真的效率.

一些学者[16 ,17 ]认为模态坐标阵应是时变的 , 其变化规律由作用在柔性体上的动载荷 F ( t)

决定 , 因此可引入结构动力学中的 Ritz 矢量作为描述柔性体变形的模态坐标阵. 其原理为在

积分的每一时刻 , 根据动载荷的特性自动选取一时变的模态坐标阵描述柔性体的变形 , 使得截

断误差较小. Ritz 矢量的计算可分为迭代和正交化两个过程 , 设所需的 Ritz 矢量个数为 k ,

具体求解步骤为 :

(1) 第一阶 Ritz 矢量的计算及其正交化

K<′1 = F , 　<T
1 M<1 = 1 9

由 (9) 式可以看出 , 第一阶 Ritz 矢量为柔性体在 F ( t) 作用下的静变形.

(2) 高阶 Ritz 矢量的计算及其正交化 : 其迭代过程为

K<′i = M<i - 1 　( i = 2 , ⋯, k) (10)
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正交化过程首先使需求解的 Ritz 矢量同已求得的 Ritz 矢量正交 , 使用 Gram2Schmirdt 方法

<″i = <′i - ∑
i - 1

j = 1
cj<j , 　cj = <T

j M <′i 　( j = 1 , ⋯, i - 1) (11)

然后使 <i 与质量阵 M 正交 , 即

<T
i M<i = 1 (12)

H. F. Yeh[17 ]的研究表明用正则模态加少量的 Ritz 矢量作为变形模态坐标阵 , 截断误差 R ( t)

较小 , 并分析了此时集中质量有限元方法同一致质量有限元方法的差别.

模态的选取是柔性多体系统动力学的一个关键问题 , 直接影响到动力学仿真的成功与否和

计算精度及计算效率. 其发展趋势为不再仅使用正则模态来描述柔性体的弹性变形 , 而是同时

选取正则模态和少量的修正模态来降低截断误差. 各种修正模态应充分应用有限元方法在预处

理时的结果以减少仿真计算工作量 , 但如何准确选取修正模态及其阶数的多少仍是一个值得深

入研究的问题.

4 　动力刚化现象

动力刚化现象 (Dynamic Stiffening) 又称为应力刚度 (Stress Stiffening) 、几何刚度 ( Geo2
metric Stiffening) 、几何非线性 ( Geometric Nolinearities) 、运动诱发刚度 ( Motion Induced

Stiffening) 、初始应力刚度 ( Initial StressStiffening) [18 ] , 已成为柔性多体系统动力学近几年的

研究热点之一. 动力刚化现象的实质是作大范围空间运动的柔性体因运动和变形之间的相互耦

合而导致的柔性体刚度的增大 (附加动力刚度) . 传统的柔性多体系统动力学中 , 一般采用假

设模态或线性有限元的方法来描述柔性体的变形 , 这种方法计算工作量小 , 在大部分情况下可

满足工程实际的需要. 但对作高速运动的柔性多体系统 , 在一定的条件下传统的建模方法会导

致数值仿真的发散. T. R. Kane[19 ]于 1987 年指出 : 当柔性体高速转动时 , 传统的柔性多体

系统动力学模型计算出的柔性体的变形与实验结果相比明显偏大 , 表现为柔性体刚度的明显减

弱. Zhang Dajun 等[20 ]的结果表明 , 当细长梁的转动频率达到或超过梁的基频时 , 传统柔性多

体系统动力学模型得到的梁的变形趋于发散.

目前对动力刚化现象的分析方法可概括为以下几种典型的方法 :

(1) 非线性有限元方法 　在结构动力学非线性有限元方法的基础上 , 将柔性体的大范围空

间运动及其弹性变形统一采用结点位移来表示 , 得到的动力学方程中包含了因柔性体的大应变

而导致的动刚度矩阵. 利用这种方法可分析作平面转动的大应变梁[21 ]和矩形板[22 ] . 非线性有

限元方法的优点是可充分应用现有的非线性有限元分析软件 , 但因系统的广义坐标为有限元结

点坐标 , 由此得到的动力学方程广义坐标数目非常庞大 , 且需采用隐式迭代算法 , 由此计算效

率较低 , 不适合分析大型的复杂系统.

(2) 附加刚度法 　附加刚度法又称为附加运动刚度法或附加几何刚度法. 这种方法认为柔

性体在做大范围空间运动时的变形是小变形大应变 , 变形和应变之间应为非线性关系. 如在柔

性体的位移 - 应变关系中过早地进行线性化处理 , 得到的柔性体的刚度阵为常值阵 , 不能反映

柔性体的刚度与运动状况及应力状态的关系. 应保留非线性的位移 - 应变关系 , 应用有限元方

法得到因大范围空间运动引起的附加刚度.

平面细长梁[23 ]的位移2应变关系较为简单 , 因此对其动力刚化问题的研究也较为成熟 , 其

刚度矩阵可表示为

K = K0 + KS (13)
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其中 K0 为通常的模态刚度阵 , 为常值阵 , KS 为几何非线性刚度阵 (附加动刚度阵) , 是梁轴

向应力的函数. I. Sharf [24 ] , C. Damaren[25 ]研究了空间梁 , 认为其刚度阵是变形广义坐标α的

无穷级数. 根据细长梁的位移 - 应变特性 , 刚度阵 K 可采用 Taylor 方法近似表达为

K(α) = K0 +
1

2 !
KG (α) +

1
3 !

KB (α) (14)

其中 KG 为 a 的线性函数 , KB 为 a 的二次函数 , 并且得到了 KG , KB 的显式表达式. J . F.

Zhu[26 ]也从非线性的位移2应变关系出发 , 得到了均质薄板的动刚度矩阵 , 其结果较为繁琐.

对任意的柔性体 , 其 Green2Lagrange 形式的应变张量为

ε = [ε11 　ε22 　ε33 　2ε12 　2ε23 　2ε31 ] T (15)

ε中的各元素可表示为

εαβ =
1
2

( uα,β + uβ,α + ∑
3

γ= 1
uγ,α uγ,β , 　uα,β =

5 uα
5 cβ

(16)

其中 c 为质点位置坐标. 由 (15) 和 (16) 式可得到[27 ]

Ûε = L Ûu , 　L ≡L 0 + L 1 ( u) (17)

L 0 和 L 1 ( u) 分别由 (16) 式中的线性部分和非线性部分导致. 柔性体的应力2应变关系为

σ = σr + Hε (18)

σr 为初始应力[28 ] . 应用模态和模态坐标描述柔性体的变形 , 由变形引起的内力为[29 ]

　　　　　　　　　 FC
a = [ K0 + Ka ] a + F r

a (19)

Ka =∫V
[ L 0Ψ] Tσrd V , 　F r

a =∫V
[ L 1 (Ψa) Ψ] Tσrd V (20)

其中 K0 为常值的模态刚度阵 , Ka 为动刚度矩阵. 由 (19) , (20) 式可以看出 , 当考虑到非线

性位移2应变关系后 , 柔性体的刚度增大 , 是其初始应力σr 的函数. C. E. Padilla[30 ]也提出了

任意形状柔性体的动刚度矩阵 , 其形式与 (19) 式相类似. 对任意形状的柔性体 , 显然 Ka 无

显式表达 , 必须借助有限元得到数值结果. 因动刚度矩阵为变形广义坐标或应力的函数 , 因此

在实际仿真过程中 , 积分的每一步必须重新拼装动刚度矩阵 , 工作量较大 , 不利于动力学仿真

计算. O. Wallrapp [29 ]认为动力刚化现象实质上是柔性体的刚度随着其应力状态的变化而变

化 , 除了大范围空间运动外 , 外力、约束反力也是引起动力刚化现象的因素 , 柔性体内部应力

越大 , 其动力刚化现象越明显. 因 (20) 式中动刚度与初始应力成线性关系 , 可应用有限元方

法预先计算出与单位影响因素 (惯性力、外力、铰约束反力) 对应的单位动刚度矩阵 , 实际仿

真计算中 , 就可以非常方便地得到柔性体的动刚度矩阵. 如可预先计算柔性体沿某个方向转动

时单位惯性力 F̂ r
a 产生的应力而导致的动刚度矩阵 K̂a , 在仿真计算时惯性力 F r

a 引起的动刚度

矩阵就可方便地表示为

Ka = K̂a ( F̂ r
a) F r

a (21)

A. K. Banerjee[31 ]就柔性体大范围空间运动引起的运动诱发刚度矩阵提出了一种新的计算方

法 : 在小变形和线弹性假设的前提下 , 预先将柔性体的动刚度矩阵分解为 12 个与运动学参数
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有关的动刚度矩阵 (考虑微元的转动效应时为 21 个) , 用有限元程序计算出柔性体在单位运动

学参数作用下的单位动刚度矩阵. 在实际仿真过程中 , 每个积分时刻只要用单位动刚度矩阵乘

以柔性体大范围空间运动学量的幅值 , 就可得到其动刚度矩阵 , 极大地简化了仿真计算.

(3) 变形耦合方法 　Zhang Dajun 等[32 ]认为柔性体刚度的减弱是由于在运动学关系中过早

地对变形的广义坐标进行了线性化 , 忽略了导致刚度增加的非线性项. 为了保留弹性变形的非

线性特性 , 将柔性体的变形场用模态坐标的二阶小量描述 , 形成精确到二阶小量的运动学描

述. 设保留柔性体的前 s 阶模态 , 变形场可表示为

u i = N ijaj +
1
2

N ipjapaj 　( i = 1 ,2 ,3 ; 　p , j = 1 , ⋯, s) (22)

其中 ,α为模态坐标 , N ij 为传统的形函数 , N ipj 为耦合形函数. 利用 Lagrangian 应变张量和小

变形假设 , 可得到 N ipj 的表达式为

N ipj = - ∫
x

i

0

5 N kp

5ξi
,
5 N kj

5ξi
dξi 　( i = 1 ,2 ,3) (23)

应用 Kane 方法 , 在偏线速度和偏角速度的计算时对模态坐标进行线性化处理 , 由此也可得到

柔性体的动刚度矩阵. 但此方法只对简单形状的柔性体如均质梁、均质板有效 , 对复杂形状的

柔性体 , (23) 式很难得到解析表达式 , 数值积分也较为困难.

(4) 子结构方法 　S. C. Wu[33 ] , A. Q. Liu[34 ]提出了解决动力刚化问题的一种数值方

法. 将柔性体分为若干子结构 , 认为在子结构中柔性体的变形为小变形、小应变 , 位移 - 应变

的线性化假设仍然成立. 这样 , 应用已有的柔性多体系统动力学模型就可较好地解决动力刚化

问题. 在这种方法中 , 对内部子结构采用了约束模态以满足相容的位移边界条件 , 因此虽然子

结构中的变形是线性的 , 但整体结构的变形是非线性的. 这种方法的优点是对现有的柔性多体

系统动力学模型和分析软件不作任何修改就可计及动力刚化效应 , 但其结果明显依赖子结构的

数目 , 且在各子结构的对接面上必须引入约束方程以满足变形的连续性 , 对复杂的大型结构 ,

此方法的计算工作量非常大.

动力刚化现象到目前为止 , 仍是柔性多体系统动力学研究的热点和难点 , 各种方法因在柔

性体的变形或位移 - 应变关系中考虑了不同的附加非线性项 , 因此都可得到附加的刚度项. 但

柔性体的刚度与其大范围空间运动之间的内在联系以及导致动力刚化现象的根本原因仍是值得

深入研究的课题. 目前还没有一种非常通用和程式化的处理动力刚化问题的方法 , 适合大型通

用柔性多体系统动力学仿真软件的开发. 对动力刚化现象研究的趋势应是非常清楚的 : 即必须

充分利用有限元技术 , 在动力学仿真的预处理阶段生成动刚度矩阵或与各种影响因素对应的单

位动刚度矩阵 , 在仿真计算时只需根据柔性体的运动状态或应力状态对其进行简单的处理即可

得到柔性体的动刚度矩阵 , 以最大限度地简化仿真计算.

5 　柔性多体系统动力学微分 - 代数方程组的数值方法

　　受约束柔性多体系统的控制方程为动力学方程 (微分方程) 同约束方程 (代数方程) 联立

求解的微分2代数混合方程 , 又称 DAE 方程 (Differential Algebraic Equations) . 据公认的分类

术语[35 ] , DAE 方程为指标 3 问题 , 与常微分方程不同 , 在数值计算上存在困难. 在仿真过程

中随着误差的积累 , 约束方程的违约加剧 , 得到的解已不能表示受约束多体系统的真实运动 ,

必须对约束方程的违约进行抑制 , 使数值积分得以顺利进行. 微分 - 代数方程组的求解方法已

成为目前多体系统动力学的难点问题 , 近二十年来国内外进行了大量的研究工作. 目前的研究

方法大体可分为两类 : 一种是从微分 - 代数方程组本身出发 , 利用现代数学的研究成果将约束
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方程定义为流形 , 对微分 - 代数方程组进行降阶处理 , 将其转化为由约束方程定义的流形上的

常微分方程[36 ] . 这种方法的优点是可以直接应用求解常微分方程的技术 , 避免约束方程的违

约. 但在求解过程中必须计算由约束方程定义的流形零空间的基 , 计算工作量大 , 对复杂的多

体系统 , 零空间基的计算缺乏成熟的方法 , 且有时并不唯一 ; 另一种方法是在动力学方程中引

入附加校正项 , 当约束方程产生违约时 , 对动力学方程进行校正[37 ] . 目前的校正方法多为间

接校正方法 , 不能对系统的广义坐标进行直接的校正以满足约束方程. 另外 , 在动力学方程中

加入附加校正项需给定校正系数 , 校正系数太小校正效果不明显 , 校正系数太大容易引起动力

学方程的破坏. 目前还没有校正系数的自动选取方法 , 大都凭经验选取校正系数.

对微分 - 代数方程组的求解方法在文献 [38 ] 中已进行了较详细的讨论 , 本文仅对近年来

一些新的校正方法进行综述.

设受约束多体系统的广义坐标数为 n , 系统受到 m 个独立的完整约束 , 约束方程的一般

形式为

Θ( y , t) = 0 (24)

其中 y 为系统的广义坐标阵 , 速度形式和加速度形式的约束方程可分别表示为

ÛΘ( y , Ûy , t) = ΘyÛy - η = 0 (25)

Θ̈( y , Ûy , ÿ , t) = Θyÿ - ξ = 0 (26)

其中Θy 为约束方程的 Jacobi 矩阵 ,η和ξ分别为速度和加速度约束方程的右端项. 受约束多体

系统的动力学方程为

Z 　ΘT
y

Θy 　0

ÿ

μ
=

z

ξ
(27)

其中 Z , z 分别为系统的广义质量阵和广义力阵 ,μ为拉格朗日乘子. 在数值积分动力学方程

(27) 时 , 由于积分误差的影响 , 得到的 y 和 Ûy 不能满足约束方程 (24) 和 (25) , 即出现违约

现象 , 必须加以校正.

511 　位移约束方程、速度约束方程同时自动修正方法[ 39 ]

　　设积分步长为 h , 在积分的第 n + 1 步对位移约束方程Θ进行 Taylor 展开 , 有

Θn +1 = Θn + hÛΘn +
h2

2
Θ̈n + O ( h3) (28)

若 y n 满足

Θ̈n +
h
2

ÛΘn +
2
h2Θn = 0 (29)

则恒有

Θn +1 = O ( h3) (30)

即 (29) 式对位移约束方程有自动修正能力 , 修正后的动力学方程为

Z 　ΘT
y

Θy 　0

ÿ

μ
=

z

ξ -
2
h

ÛΘ -
2
h2Θ

(31)

方程 (31) 为稳定的微分方程. 同 Baumgarte 约束稳定法[40 ]相比 , 有

α =
1
h

, 　β =
2
h

(32)
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即上述方法提供了 Baumgarte 约束稳定法中校正系数α ,β的自动选取方法. 但上述方法仍未

考虑速度约束方程的违约问题 , 并可能进一步破坏速度约束方程. 为此可对位移约束方程和速

度约束方程同时进行 Taylor 展开 , 并且强制Θn +1 = O ( h3) , ÛΘn +1 = O ( h2) , 可得到

ÛΘn = -
2
h
Θn , 　Θ̈n = -

1
h

ÛΘn (33)

设 W ( y) 是约束 Jacobi 矩阵Θy 零空间的一组基 , 位移约束方程和速度约束方程同时修正后的

动力学方程为

W T Z 0

Θy 0

0 W T Z

0 Θy

Ûy
ÿ

=

W T ZÛy

-
2
h
Θ

W T z

-
1
h

ÛΘ

(34)

W ( y) 的选取一般可通过对ΘT
y 进行 QR 分解得到 , 但并不唯一.

512 　广义坐标主动校正方法[41 ,42 ]

　　设积分到 t = t k 时得到广义坐标为 ŷk , 当约束方程的违约超过了给定的精度范围时 , 可

认为Θk = Θ( ŷ k , t k) ≠0 . 此时需对 ŷ k 加入校正项δyk , 使Θ( yk , t k) = 0 , 即

yk = ŷk +δyk (35)

并且有

Θk = Θ( yk , t k) = Θ( ŷk , t k) +δΘk = 0 (36)

由 (36) 式可得到

δΘk = - Θ( ŷk , t k) (37)

这里Θ( ŷk , t k) 假设很小 , 所以有

(Θy) kδyk = - Θ( ŷ k , t k) (38)

由矩阵的广义逆理论 , 应用Θy 的 Moore2Penrose 广义逆Θ+
y , 此时方程 (38) 存在极小范数解

δyk = - Θ+
yΘk = - (Θy) T

k (Θy) k (Θy) T
k

- 1Θ( ŷ k , t k) (39)

将δyk 代入 (35) 式 , 广义坐标 ŷ k 得到校正.

由 (39) 式得到的极小范数解有很明确的物理意义 , 即 (39) 式不仅对系统的广义坐标进

行了校正 , 使约束方程得到满足 , 而且因其具有极小范数 , 意味着在违约得到校正的条件下 ,

极小范数解对广义坐标的校正幅度最小 , 也就是对系统的动力学方程的破坏最小 , 由此得到的

广义坐标最接近系统的真实运动 , 这对数值仿真是至关重要的. 这种主动校正方法的优点是可

重复进行 , 直到将约束方程的违约控制在任意规定的精度范围内. 对速度约束方程的违约可采

用类似的方法.

微分2代数方程组的求解方法是多体系统动力学的一个难点 , 目前仍无非常通用和程式化

的方法. 但其发展趋势是校正方法应自动进行 , 不需人工干预 , 且违约校正不能以破坏系统的

动力学方程为代价.
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6 　结束语

　　本文综述了柔性多体系统动力学近年来国内外的研究成果. 对柔性多体系统动力学的建模
方法、模态的选取与模态综合、动力刚化现象以及柔性多体系统动力学微分 - 代数方程组的数
值方法等研究重点进行了详细的阐述 , 并对各研究重点今后的发展作了展望. 柔性多体系统动
力学今后总的发展趋势应为 : (1) 如何更好地同具体的工程问题相结合. (2) 如何面向当今飞
速发展的计算机技术. (3) 如何将现代控制理论引入柔性多体系统动力学中以解决大型复杂柔
性机构的控制问题. (4) 如何应用现代数学的研究成果.
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SOME TOPICS ON FL EXIBL E MULTIBODY
SYSTEM DY NAMICS

Yu Qing 　Hong Jiazhen
Department of EngineeringMechanics , Shanghai Jiaotong University , Shanghai 200030

Abstract 　This paper summarizes the studies on flexible multibody system dynamics in recent years.
The focus of this paper are on the modeling method , modal selection and synthesis , dynamics stiff2
ening and the numerical method for differential2algebraic equations. The trend of the development of
flexible multibody system dynamics is discussed at the end of this paper.

Keywords 　flexible multibody system dynamics , modeling method , modal , modal synthesis , dy2
namics stiffening , differential2algebraic equations , numerical method
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