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空间机械臂逆动力学的L iapunov 方法1)

刘延柱　顾晓勤
(上海交通大学工程力学系, 上海200030)

摘要　讨论了空间机械臂的逆动力学问题, 指出了系统的非完整约束性质. 以铰转角为变

量的L iapunov 方法由于理论缺陷导致实践中出现计算死点而难以实际应用. 文中提出以

臂端载荷位形为变量的L iapunov 方法并给出算例, 可以保证载荷向预定位形转移的渐近

稳定性.
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引　言

安装在航天器上的空间机械臂在擒获或释放载荷时, 其臂端抓手必须从惯性空间中的

起始位形转移到指定的终止位形. 空间机械臂的路径规划问题要求设计铰转角的控制规律

以保证载荷位形稳定地到达终止值. 以载体自由悬浮为特点的空间机械臂是典型的自由多

体系统. 在机械臂操作过程中, 当载体姿控系统由于节省能源而关闭时, 各分体的相对转

动必引起载体姿态的偏转, 从而使运动学问题与动力学问题相耦合. 因此空间机械臂的路

径规划问题, 或逆动力学问题运比地面机械臂复杂. 忽略微弱的重力梯度力矩时, 系统相

对质心地动量矩守恒, 其动力学方程可降为一阶而具有非完整约束性质, 使空间机械臂系

统成为非完整系统. 本文讨论这类非完整系统的逆动力学问题.

在现有的各种路径规划方法中, N akam u ra 等[ 1～ 3 ]在一系列文章中提出利用运动稳定性

理论的L iapunov 直接方法在机械臂的铰转角空间内进行规划, 以保证载荷和载体向终止位

形趋近的渐近稳定性. 但由于理论分析不完善, 以致在具体计算中时常发生在载荷到达指

定位形以前, 铰转角已处于相对静止状态, 使计算提前结束的死点现象. 本文指出N akam u2
ra 规划方法的缺陷, 并指出非完整约束条件的存在是产生死点的根本原因, 在铰转角空间

内进行的规划仅在姿态受控的条件下才有意义, 对于载体姿态不受控的一般情形, 难以同

时保证载荷和载体渐近地到达指定位形. 文中提出改进的路径规划方法, 即以载荷的位形

转移作为路径规划的首要目标, 放弃对载体的预定姿态要求, 直接以载荷的位形空间代替

铰转角空间进行规划, 可以有效地实现载荷的位形转移而从根本上解决死点问题. 机械臂

操作过程中引起的载体姿态偏转可在载荷位形转移实现以后进行调整.

1　动力学方程

设空间机械臂是载体B 1, 臂构件B i ( i= 2, ⋯, n- 1)、夹持载荷的抓手B n 等 n 个刚
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图1　链结构多体系统

F ig. 1　A n n body open chain system

体以 n- 1个单自由度转动铰O j ( j = 2, ⋯,

n) 联结成的无根单链系统如图1所示. 以系

统的总质心O c 为原点建立惯性基 e0, 以各分

体质心O ci为原点建立连体基 ei ( i= 1, ⋯,

n). 无力矩状态下系统的动量矩守恒原理要

求

6
n

j= 1
I j õ Εj = H 0 (1)

其中, I j , Εj 为分体B j 的等效惯量张量和角

速度, H 0为系统的起台动量矩, I j 可表示为

增广体惯量张量K
3
ij ( i, j = 1, ⋯, n) 的求

和式[ 4 ]。

I j = 6
n

i= 1
K 3

ij ( j = 1, ⋯, n)

K 3
ij = ∆ij K 3

i - (1 - ∆ij )m [ (bj i õ bij E - bj i bij ]

K 3
i = J i + 6

n

k= 1
m k (b2

ik E - bik bik )

(2)

其中m i, J i ( i= 1, ⋯, n) 为B i 的质量和中心惯量张量, ∆ij为 K ronecker 符号. 将载体相

对e0的姿态角 Η1k (k = 1, 2, 3) 和相应的转轴基矢量p 1k相对e1的投影列阵p 1k (k = 1, 2,

3) 构成列阵Η1和方阵p 1

Η1 = (Η11, Η12, Η13) T , 　 p 1 = (p 11, p 12, p 13) T (3)

将O j 铰关联的邻接刚体B j 相对B j - 1的转角 Ηj ( j = 2, ⋯, n) 构成列阵Η3

Η3 = (Η2, ⋯, Ηn) T (4)

设p j 为O j 铰的转轴基矢量相对 ej 的投影列车, 则分体B i 的角速度Ξi 相对ei 的投影列阵Ξi

为

Ξi = 6
i

j = 1

A ij p j Ηαj　 ( i = 1, ⋯, n) (5)

　　设动力学方程 (1) 中的起始动量矩H 0为零, 写出其相对 e0的投影式, 导出

Ηα1 + J Ηα3 = 0 (6)

其中

Η3 = (Η2, Η3, ⋯, Ηn) T , 　 J = (J 2, J 3, J n)

J i = p - 1
1 6

n

k= 1
A 1k I k A k1

- 1

6
n

k= i

A 1k I k A k i p i　 ( i = 2, ⋯, n)
(7)

臂端载荷的质心O cn在惯性空间中的位置由O cn相对O c 的矢径Θn 确定, Θn 可利用增广体矢量

bij ( i, j = 1, ⋯, n) 的求和算出[ 4 ] , 其相对 e0的投影式确定O cn相对 e0的坐标x = (x 1, x 2,

x 3) T , 有
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x = 6
n

i= 1
A oi bin , 　　A oi = 7

i

j= 1
A j - 1, j (Ηj ) (8)

其中, bin为增广体矢量bin相对en 的投影列阵, A oi为B i 的连体基ei 相对e0的方向余弦矩阵. 负

载相对e0的姿态 Ω= (Ω1, Ω2, Ω3) 可根据en 相对e0的方向余弦矩阵A on导出

A on (Ω) 7
n

j = 1
A j - 1, j (Ηj ) (9)

式 (8) , (9) 所含的独立方程数为6, 当 n= 7时, 对于给定的载荷位形x , Ω及载体姿态角

Η1, 原则上可从方程 (8) , (9) 确定相对应的铰转角Η3 . 因此空间机械臂的路径规划可从臂

端载荷的位形空间转换至铰空间内进行. 当 n> 7时可附加约束条件以确定Η3 ; 当 n< 7时仅

对平面运动有可能求解, 对一般空间情况无解.

2　关于 Nakam ura 规划方法的讨论

当设计要求的载荷和载体终止位形 x f , Ωf , Η1f 所对应的转角终止值 Ηj f ( j = 2, ⋯, n)

确定以后, 可将 Ηj f ( j = 1, ⋯, n) 视作 Ηj 的未扰状态, 实际转角 Ηj 与 Ηj f 之差视作扰动量,

则可利用运动稳定性理论讨论机械臂的路径规划, 令

X 1 = Η1 - Η1f , 　　X 3 = Η3 - Η3 F (10)

动量矩积分方程 (6) 要求X 1, X 3 满足非完整约束方程

Xα
1 = - J Xα

3 (11)

设A , B 分别为任选的3阶及 n- 1阶正定对角阵, 设计机械臂的铰转角控制规律为

Xα
3 = J T A X 1 - B X 3 (12)

选择正定的L iapunov 函数V

V =
1
2

(X T
1A X 1 + X T

3 B X 3 ) (13)

V 函数通过方程 (11) , (12) 的全导数为常负函数

Vα= - (J TA X 1 - B X 3 ) T (J TA X 1 - B X 3 ) (14)

因此根据L iapunov 定理, 无扰运动X 1= X 3 = 0, 但非渐近稳定, 控制规律 (12) 只能保证

扰动量X 1, X 3 不继续增大, 但不能保证X 1, X 3 趋近于零. 在计算过程中只要X 1≠0, X 3

≠0的数据恰能使J
T
A X 1- B X 3 = 0满足, 计算即自动结束而出现死点. N akam u ra 等在一系

列文献中试图减少出现死点机会, 但未能根本避免. 本文指出只有在机械臂操作过程中, 载

体受控保持固定姿态, 即X 1≡0的特殊情况下, V
õ
负定, 控制规律 (12) 才能保证X 3 = 0为

渐近稳定, 使铰转角Η3 渐近地趋近终止位形Ηf.
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3　改进的路径规划方法

以上分析表明, 由于非完整约束条件 (11) 的存在, 难以实现空间机械臂的载体和载

荷同时渐近地趋向预定位形. 考虑到在航天技术中, 载荷到达预定位形是机械臂操作的首

要任务, 载体的姿态可在载荷到达预定目标后利用机械臂的闭曲线运动进行调整[ 5 ]. 因此可

将路径规划的目标仅限于臂端载荷的位形.

将载荷的质心位置x 及姿态角 Ω组成广义坐标q, q 的目标值为qf , 即

q = (x T , ΩT ) T , 　　 qf = (x T
f , ΩT

f ) T (15)

引入扰动量X = q- qf , 设A 为任选的6阶正定对角阵, 设计机械臂的控制规律为

X
õ

= - A X (16)

选择正定的L iapunov 函数V

V =
1
2

X T A X (17)

V 函数通过方程 (16) 的全导数为负定函数

Vα= - X TA 2X (18)

根据L iapunov 定量, 无扰运动X = 0必渐近稳定, 变量X 必渐近地趋近于X f. 为将载荷位形

X 的控制规律转化为铰转角变量X 3 的控制规律, 将式 (8) 对 t 求导并将式 (5) 代入得到

xα= - 6
n

i= 1
A oi bυin6

i

j= 1
A ij p j Η

õ
j (19)

其中, bυin为增广体矢量bin相对ei 的反对称投影方阵. 令式 (5) 中 i= n 并向e0投影, 导出

Ωα= 6
n

j= 1
A oj p j Η

õ
j (20)

利用方程 (6) 消去式 (19) , (20) 中的Η
õ

1导出

X
õ

= CX
õ

3 (21)

其中

C =
- 6

n

i= 1

A oi bυinA i1p 1J - p

　　 A o1p 1J + p 0

P 0 = (p o2, p o3, ⋯, p on) , 　 p = (p 2, p 3, ⋯, p n )

p oi = A oip i, 　P i = 6
n

j= 1
A ojb

υ
jnA j ip i ( i = 2, ⋯, n)

(22)

当 n- 1= 6时, 可对式 (21) 求逆并将式 (16) 代入得到铰转角X 3 的控制规律
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Xα
3 = - (C - 1 A )X (23)

当 n- 1< 6时仅对一些平面运动有解, n- 1> 6时存在运动学冗余, 可附加其它约束条件择

路径规划进行优化.

4　数值算例

以空间机械臂平面运动为例, 设 n = 4, 质量几何参数为: m 1 = 1 000kg,m 2 = m 3 = 10

kg, m 4 = 100 kg, J 1 = 500kgöm 2, J 2 = J 3 = 5kgöm 2, J 4 = 50kgöm 2,O 1O 2 = 1m ,O 2O 3 = O 3O 4

= 4m ,O 2O c2 = O 3O C32m ,O 4O c4 = 1m. 要求将载荷位形从A 点 (x 10 = 7188m , x 20 = 3164m ,

Ω0 = 017rad) 转移到B 点 (x 1f = 6189m , x 2f = 2194m , Ωf = 1105rad) , 令A = diag (1, 01378,

01745) , 得到载荷位形与预定位形之差即扰动量变化规律如图 2 所示, 机构臂及载体转角规

律如图 3.

图2　扰动量变化规律

F ig. 2　Perturbed mo tion trajecto ries

图3　机械臂、载体转角规律

F ig. 3　A ngle T rajecto ries

5　结　论

1) 由于非完整约束条件的存在, 空间机械臂不可能同时实现载体和载荷渐近地转移至

预定位形.

2) 以铰转角为规划目标的N akam u ra 规划方法存在理论缺陷, 导致实践中出现计算死

点而不可行.

3) 仅在载体受控保持固定姿态的特殊条件下, N akam u ra 规划方法才能保证载荷位形

转移的渐近稳定性.

4) 改进的L iapunov 方法直接以载荷位形为规划目标, 可以保证载荷向预定位形转移的

渐近稳定性.
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THE L IAPUNOV’S M ETHOD FOR THE INVERSE

DY NAM ICS OF A SPACE M AN IPULATOR

L iu Yanzhu　Gu X iaoqin
(D ep artm en t of E ng ineering M echan ics, S hang ha i J iaotong U niversity , S hang ha i 200030, Ch ina)

Abstract　T he inverse dynam ics of a space m an ipu la to r is d iscu ssed in th is paper. It is

show n tha t as the resu lt of the nonho lonom ic behavio r of the system , the L iapunov’s

m ethod w ith the jo in t ang les as variab les is infeasib le in the p ract ice, ow ing to the theo ret i2
ca l inco rrectness and the appearance of dead po in t in com pu ta t ion. T he L iapunov’s m ethod

u sing the configu ra t ion of the payload as variab les is suggested, and a num erica l exam p le

is g iven. T he im p roved m ethod of pa th - p lann ing can en su re the asym p to t ic stab ility of

the m o tion of the payload tow ard the desired ta rget.

Key words　space m an ipu la to r, m u lt ibody dynam ics, inverse dynam ics, L iapunov’s d irect

m ethod
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