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摘要 　给出了双材料间界面层区域的广义模型 , 并对承受扭转载荷的界面间硬币形裂纹进行了

分析与计算. 通过处理奇异积分方程得到了应力强度因子 , 数值结果给出了材料特性、界面层

厚度、尤其是分布特征参数 k 对应力强度因子的影响. 与 Erdogan 界面层模型的结果比较表明 ,

本文的模型更具有一般性.
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引 　言

自 Williams[1 ]发现了双材料间界面裂纹的应力 振荡奇异性以来 , 界面断裂问题一直为人

们所关注. 几种小尺度接触区模型[2～5 ]和弹塑性分析方法[6～8 ]被引入以描述界面断裂机制.

另一方面 , 一些研究者[9～12 ]引入了界面层的概念. 尤其是复合材料工艺的发展确定了界面层

的存在 , 这就使得在双材料间引入界面层实际可行. 由于界面层中弹性模量连续分布与相邻材

料无模量间断 , 因而振荡奇异性不再是一个问题 , 问题在于更合理建立界面层模型. Erdo2
gan[9～11 ]提出了一种界面层模型 , 沿界面层厚度方向 , 模量分布取为μ2 (z) =μ1eγz , 其中γ=

1
h

l n
μ3

μ1
. 从 Erdogan 近几年给出的很多数值结果容易发现 , 他提出的模型完全依赖于与界面层

相邻的材料特性与界面层厚度 , 这与实际未必相符 , 另外也极大地限制了界面层中模量分布的

类型. 我们提出一种更为一般的界面层模型 , 取μ2 ( z ) = ( a + bz ) k , 这里 a =
k
μ1 , b =

(
k
μ3 -

k
μ1) / h , k 与μ1 , μ3 及界面层厚度 h 无关. 基于此模型 , 我们给出了双材料间承受

扭转载荷的硬币形裂纹的分析与计算结果. 与 Erdogan 的结果比较表明 , 本文提出的界面层模

型更灵活更具有一般性. Erdogan 的界面层模型可以通过对本文所引入的模型取 k →+ ∞时获

得.
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1 　基本方程与奇异积分方程的获得

研究图 1 所示的界面间硬币形裂纹问题. h 为界面层厚度 , c 为裂纹半径 , 裂纹面上沿周

向作用反对称载荷 p (r) , 这样 , 位移 uθ= v 及应力σθr与σθz是非零物理量 , 其控制方程为
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图 1 　界面硬币形裂纹

μ2 (z) = (a + bz) k , μ2 (0) =μ1 , μ2 (h) =μ3

Fig. 1 Interface penny2shaped crack ,

μ2 ( z) = ( a + bz) k , μ2 (0) =μ1 , μ2 ( h) =μ3

σ2
θz (r , 0) = p (r) , 　　　0 Φr < c (3)

v2 (r , + 0) = v1 (r , - 0) ,r > c (4)

σ3
θz (r , h) =σ2

θz (r , h) , 0 Φ r < + ∞ (5)

v3 (r , h) = v2 (r , h) , 0 Φ r < + ∞ (6)

引入一阶 Hankel 变换

v i ( r , z ) =∫0

∞

V i ( z ,ρ) J1 (ρr)ρdρ, i = 1 ,2 ,3

(7)

式中 J 1 为第一类 Bessel 函数. 式 (1) 成为
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5 z 2 - ρ2 V i ( z ,ρ) = 0 , 　　i = 1 ,3
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　　 　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　　　 　　　 　　r 　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　　　 　　 　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　　 　　　　　　　 　　 　　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　 　　 　 　　　 　　　　 　　　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　 eme et　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　 　　　　 　 　　　 　　　　 　 　　　　 　 　　　 　　　 　 　　 　　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　

© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



交换和 Chebyshew 多项式展开 , 方程 (15) 和 (16) 被转化为如下的线性方程组
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了这种差别.

表 3 说明 , 对于固定的μ1/μ3 及 h/ c , KIII与 U 随着分布特征参数 k 的增加而缓慢增大.

表 4 表明 , 对于固定的材料组合与界面尺寸 , 本文给出的三种分布形式所确定的应力强度因子

均小于 Erdogan 所给出的相应于指数分布的结果. 对本文所引入的分布形式进行极限分析 ,

得到

lim
k →+ ∞

μ2 ( z ) = lim
k →+ ∞

μ1 1 +

k
μ3/μ1 - 1

h
z

n

k

= μ1 e
z
h ln

μ3

μ1
(25)

上式恰好是 Erdogan 的指数型分布μ2 (z) =μ1 eγz , γ=
1
h

l n
μ3

μ1
. 表 3 和表 4 的结果则反映了

k 增大时的这一趋势 , 当 k →+ ∞时 , 应力强度因子会递增接近于 Erdogan 的结果. Erdogan

所给出的结果是本文广义界面层模型所能给出的结果的上限.

表 3 　KIII与 U 随分布特征参数 k 的变化规律

Table 3 The variation of KIII and U withdistribution parameter k

μ1 /μ3 = 3 　h/ c = 0 . 2 μ1 /μ3 = 1/ 3 　h/ c = 0 . 2

k 1 2 3 1 2 3

KIII 0 . 371 70 0 . 373 70 0 . 374 99 0 . 488 03 0 . 492 93 0 . 494 23

U 0 . 138 16 0 . 139 65 0 . 140 62 0 . 238 17 0 . 242 98 0 . 244 27

注意到分布特征参数 k 的大小反映了模量分布在 z = 0 点的导数特性 , 我们引入

1
| μ′2 (0) |

表示裂纹界面层材料的局部均匀化程度. 从表 3 和表 4 中可以看出 , 对于确定的材

料组合与界面层厚度 , 当裂 纹处于低模量材料界面处时 , 局部均匀化程度越小 , 应力强度因

子越大. 当裂纹处于高模量材料界面处时 , 局部均匀化程度越大 , 应力强度因子越小.
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表 4 本文结果 KIII与 Erdogan 的结果 K′III比较

Table 4 The comparison between Erdogan’s resultsK′III and our results KIII

h/ c = 0 . 1 　k = 1

μ1 /μ3 1/ 22 1/ 3 3 22

KIII 0 . 304 02 0 . 361 06 0 . 518 90 0 . 685 50
K’III 0 . 319 00 0 . 364 00 0 . 513 00 0 . 803 00

h/ c = 0 . 1 k = 1

μ1 /μ3 1/ 22 1/ 3 3 22
KIII 0 . 317 85 0 . 363 27 0 . 525 39 0 . 756 72

K’III 0 . 319 00 0 . 364 00 0 . 531 00 0 . 803 00
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A GENERAL IZED INTERLAYER MODEL FOR INTERFACE

FRACTURE ANALYSIS BETWEEN BIMATERIALS
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Abstract 　A generalized model of interfacial zone between bimaterials is presented. By virtue of this model ,

a penny2shaped interface crack is investigated under torsion. Stress intensity factor is obtained by solving sin2
gular integral equation. Numerical examples are given to show the effects of material properties , interlayer

thickness , and especially the distribution parameter k on the stress intensity factor . The comparison be2
tween Erdogan’s results and our results shows that theinterlayer model presented in this paper is more gen2
eral .

Key words 　interlayer , distribution parameter , penny2shaped crack , singular integral equation , stress in2
tensity factor
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