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摘要 　随着系统参数的变化 , 带有重频的系统可转变成带有密集频率的系统 , 反之亦然 . 本文讨论

了亏损系统与接近亏损系统之间的关系. 并提出了接近亏损系统的平均移位的摄动方法. 算例表明

了此方法的有效性.
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引 　言

具有密集性质的频率组在实际工程结构中经常会遇见. 如准对称结构、局部准对称结构及

其相应的振动控制系统 , 它们的振动固有频率很可能是密集的 ;大型空间柔性结构振动的一个

突出特点就是固有频率低而且密集 ;带有严格的重频率结构的亏损系统、非亏损系统 , 当设计变

量有微小的变化时 , 其频率也会受其影响而转化为密集频率组. 因此 , 研究密集频率组的特性

及变化已经引起人们的重视.

关于密集频率结构振动分析的矩阵摄动理论的研究 , 文献 [ 1～3 ]提出特征值移位的思想 ,

建议用重特征值结构的矩阵摄动法处理密集频率结构的问题 , 但这种处理方式是假设摄动后的

振动系统仍为非亏损系统而言的. 然而 , 具密集频率的振动系统经摄动后的系统的频率重合或

几乎重合 , 而相应的特征向量系会退化为不完全或接近线性相关系统 , 即原系统是接近亏损系

统. 本文将讨论这种接近亏损系统的摄动法.

关于亏损系统的矩阵摄动法 , 已在文献[4 , 5 ]给出了结论.

1 　接近亏损系统的矩阵摄动法

为了简便 , 不妨先设 n 阶实矩阵 A 的 n 个特征值是一个密集特征值组. 当求解其特征子空

间时 , 若出现接近亏损现象 , 即特征子空间接近线性相关 , 则重选择稳定算法 , 求出与 A 的 n

个特征值λi 相应的右正交特征向量矩阵 U = [ u1 , ⋯, u n ]满足

AU = UJ (1)

及其伴随系统中的左正交特征向量矩阵 V = [ v1 , ⋯, v n ]满足

A HV = VJ H (2)

J 为由λ1 ,λ2 , ⋯,λn 构成的对角阵 , A H , J H 分别为 A 和 J 的共轭转置阵. 此时 U , V 满足广义

正交性条件

U HV = VU H = I (3)

　　若在计算中 , 系统出现亏损现象 , 求不出完全的特征向量系 , 则可用广义特征向量将其补

齐 , 即直接求出对应于 (1) , (2) 式中的近似广义正交矩阵 (即近似广义模态空间的正交基) , 这
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时 J 为分块对角阵 ,

J =

J1

J2

ω
J r

99　 822 , J i =

λi 1

λi ω

ω 1

λi

损系　的 关系

在不影响讨论的情况下 , 这里设 (1) , (2) 式成立.

取λ1 ,λ2 , ⋯,λn 的算术平均值为

λ0 =
1
n ∑

n

i = 1

λi (4)

或若λi > 0 ( i = 1 ,2 , ⋯, n) , 取其几何平均值为

λ0 = ∏
n

i = 1

λi分 析 　 摄动 理
1/ n

(5)

记

J 0 =

λ0 1

λ0 ω

ω 1

λ0

的系　率 重合, δJ = J - J 0 =

λ1 - λ0 　 - 1

λ2 - λ0 　 - 1

ω 　　　 ω

λn - 1 - λ0 　 - 1

λn - λ0

近线　 ,则重

则 (1) , (2) 式中的 J 阵便可表示为

J = J 0 +δJ (6)

将 (6) 式代入 (1) , (2) 式中 , 得

A = UJ 0 V H + UδJ V H = A r +δA (7)

式中 A r = UJ 0 V H , 　　δA = UδJ V H (8)

　　由于正交相似变换不改变矩阵的特征值 , 故 A r 与 J 0 有相同的特征值与特征向量系. 因而

(7) 式表明状态矩阵 A 被分解为一个带有 n 重特征值λ0 的亏损矩阵 A r 和一个扰动矩阵δA 的

和矩阵.

假设有一个摄动使 A 变成 �A = A +εA , 相应的摄动系统便为

( A +εA1) �U = �U�J (9)

统一记εδA =εA1 +δA , 则上式为

( A r +εδA) �U = �U�J (10)

这里 A r 是带有 n 个重特征亏损特征系统的矩阵 , 而εδA 便可视为摄动矩阵 , 利用文献 [4 , 5 ]

中介绍的亏损系统的矩阵摄动理论便可进行摄动求解.

一般情况 , 若 A 的特征值为 3 部分组成 , (i) m 个密集特征值λ1 , ⋯,λm ; (ii) t 个亏损重特

征值λm + 1 = ⋯=λm + t ; (iii) n - m - t 个非亏损且非密特征值 , 则相应地按列分块 U , V 为如

下形式

U = ( U1 , U2 , U3) (11)

V = ( V1 , V2 , V3) (12)
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U i , V i ( i = 1 ,2 ,3) 分别对应第 i 部分的特征 (广义) 子矩阵. 同理分解 A 为

A = U1 J 1 V H
1 + U2 J 2 V H

2 + U3 J 3 V H
3 (13)

这里 J 1 对应密集特征值形成的矩阵 , 仿前方法 , 可得

A = ( U1 J 0 V H
1 + U2 J 2 V H

2 + U3 J 3 V H
3 ) + U1δJ 0 V H

1 =

A r +δA
(14)

且 A r 中第一项对应一个为 m 重特征值的亏损矩阵.

2 　算 　例

取矩阵 A 为如下 3 种形式[6 ]

A (1)
=

- 4 - 2 2 (1 +ε) - 36 0

- 2 2 - 6 0 - 81

1 0 0 0

0 1 0 0

A (2)
=

- 4 - 2 2 (1 +ε) - 36 0

- 2 2 - 6 - 2 2ε 0 - 81

1 0 0 0

0 1 0 0

+ δ

A (3)
=

- 4 - 2 2 (1 +ε) - 36 0

- 2 2 - 6 0 - 81

1 0 - 2 2ε 0

0 1 0 0

故

　　若关于小变量参数ε分别取值为 01000 1 , 01000 001 , 可以计算出 A (1)
, A (2)

, A (3)均有 4 个

独立的特征值 , 且两两密集 , 见表 1 . 若取摄动阵 A1为 3 种情况 : (i) 在第 1 行第 2 列位置元素

为 2 2 , 其它元素为零 , 记为 A (12) ; (ii) 在第 2 行第 2 列位置元素为 2 2 , 其它元素为零 , 记为

A (22) ; (iii) 在第 3 行第 4 列位置元素为 2 2 , 其它元素为零 , 记为 A (34) . 由于在求 A ( i) ( i = 1 ,

2 ,3) 特征向量的过程中 , 其中两两向量接近成比例 , 则可断定此系统为接近亏损. 采用本文的

接近亏损系统矩阵摄动公式计算. 表 1 列出加上摄动矩阵εA1后的矩阵特征值的精确值与用摄

动近似公式得到的摄动特征值的误差Δλ=λi - �λi .

3 　结 　论

本文指明了接近亏损系统的性质. 利用接近亏损系统的特征向量几乎线性相关的特点 , 将

接近亏损系统的摄动转化为亏损重频系统的摄动问题来处理 , 使摄动过程变成两部分摄动的叠

加 , 一部分是由真正结构修改引起的 (εA1) , 另一部分是由移位引起的 (δA) , 从而提供了接近

亏损系统的摄动理论与方法. 算例证明了此方法的合理性及有效性.
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表 1 　A ( i) 特征值的精确解及误差

Table 1 　Exact solution and error of A ( i) characteristic value

λ( A (1) ) λ( A (2) ) λ( A (3) ) Δλ( A (1) ) Δλ( A (2) ) Δλ( A (3) ) ε

1
- 21485 858
+ i61915 237

- 21512 576
+ i61915 430

- 21512 280
+ i61910 149

- 01014 142
- i01005 100

- 01001 257 6
- i01005 293

01012 280
+ i01000 012

2
- 21514 142
+ i61905 005

- 21487 565
+ i61904 792

- 21487 720
+ i61910 149

- 01014 142
+ i01005 132

- 01001 243 5
+ i01005 345

- 01012 280
- i01000 012

3
- 21485 858
- i61915 237

- 21512 576
- i61915 430

- 21512 280
- i61910 149

- 01014 142
+ i01005 100

01001 257 6
+ i01005 293

01012 280
+ i01000 012

4
- 21514 142
- i61905 005

- 21487 565
- i61904 792

- 21487 720
- i61910 149

01014 142
- i01005 132

- 01001 243 5
- i01005 345

01012 280
- i01000 012

011 ×10 - 3

1
- 21498 586
+ i61910 649

- 21501 251
+ i61910 669

- 21501 228
- i61910 138

- 01001 441
- i01000 512

01001 250
- i01000 532

01001 228
- i01000 001

2
- 21501 414
+ i61909 626

- 21498 750
+ i61909 606

- 21498 772
+ i61910 138

01001 414
+ i01000 511

- 01001 250
+ i01000 531

- 01001 228
- i01000 001

3
- 21498 586
- i61910 649

- 21501 251
- i61910 669

- 21501 228
- i61910 138

- 01001 441
+ i01000 512

01001 250
+ i01000 532

01001 228
+ i01000 001

4
- 21501 414
- i61909 626

- 21498 750
- i61909 606

- 21498 772
- i61910 138

01001 414
- i01000 511

- 01001 250
- i01000 531

- 01001 228
+ i01000 001

011 ×10 - 5
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Abstract 　The matrix perturbation theory for the distinct eigenvalues of the real symmetric matrix

was well developed. If some of eigenvalues are multiple , the nature of the problem changes and dif2
ficulties arise. To avoid such difficulties , it is usually assumed that the system has a set of complete

eigenvectors to span the space , i. e. the system is non2defective. However , in actual engineering

problems , such as general damping systems , flutter analysis of aero2elasticity , and so on , the defec2
tive system , that do not have a set of complete eigenvectors to span the space , do exist and can not

be ignored.

Recently , Ref . [4 ,5 ] discussed the perturbation method for the defective system. From the nu2
merical examples it can be seen that the system with defective repeated eiganvalues can be trans2
formed into that with close eigenvalues and the corresponding eigenvectors to be near parallel with

each other , which is known as the near defective system. Therefore , development of the perturba2
tion theory for the near defective systems with close eigenvalues is necessary.

It should be point out that the matrix perturbation methods discussed above for the distinct

eigenvalues and repeated eigenvalues can not be used to deal with the case of systems with near de2
fective close eigenvalues. In Ref . [ 1 ,2 ,3 ] , using the shift method , the perturbation problem with

close eigenvalues for the real modes can be transformed into one of the repeated eigenvalues , which

is applicable only for the case of the non2defective systems.

In this paper , we try to expand the method for perturbation analysis of close eigenvalues in

Ref . [1 ,2 ,3 ] to the case of near defective systems. First , we discuss the identification of the close

eigenvalues and then give matrix perturbation for near defective systems. In order to illust rate the

application of the theory discussed , a numerical example is given.

Key words 　near defective system , matrix perturbation
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