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三值噪声及热噪声共同调制下 RC串联电路的随机共振现象 

韩引霞 
（宁波大学 科学技术学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 研究了在三值噪声和高斯白噪声共同调制下 RC串联电路所表现出来的现象. 利用系综平
均法和 Shapiro-Loginov 公式, 推导得到了平均输出幅度增益的精确表达式. 通过模拟及分析图
示, 表明平均输出幅度增益在输入信号频率ω、系统参量 a取不同值时, 其呈现为三值噪声参量
d、q的非单调函数, 即在适当的噪声参量和系统参量条件下, 平均输出幅度增益呈现出 1个最大
值, 而高斯白噪声对于平均输出幅度增益没有产生任何影响. 
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自从 Benzi 等人在 1981 年提出随机共振的概
念用于解释第四纪全球气象冰川问题以来[1-2], 随
机共振的理论和实验研究就引起了人们的极大兴

趣. 在理论的发展过程中, 随机共振常常被用来解
释自然界中许多特殊的现象, 也说明了其应用的
广泛性. 早期认为, 产生随机共振必备的三要素是
周期信号、噪声、非线性系统[1-5]. 噪声在随机共振
出现时, 会对系统的输出性能起促进作用, 这与传
统噪声有害的思想相矛盾. 而且随着研究的深入, 
人们发现随机共振现象可以出现在具有乘性色噪

声或分段噪声驱动的线性系统中[6-9]. 在传统的随
机共振研究中, 衡量随机共振现象的特征是研究
信噪比对噪声参量呈现出非单调依赖关系[1-6], 但
现在除了上述特征之外, 还有信噪比对输入信号
频率呈现出非单调依赖关系[7]、信噪比对系统参量

呈现出非单调依赖关系[8]; 更广义的特征是一阶矩
对噪声参量, 系统参量、输入信号频率呈现出非单
调依赖关系[9]. 

随机共振现象已经在物理、化学、生物科学、

工程、信号处理等许多领域内被发现. 电子电路系
统中也同样被发现. 在电路研究中, 常用平均幅度
增益对噪声参量、系统参量、输入信号频率的非单

调依赖关系来描述随机共振特性[7,9-10]. 通常描述
随机共振的非单调函数关系是有最大值出现, 但
也有少数研究者获得的非单调函数关系是有最小

值出现[7,11]. 文献[11]研究了在非对称双值噪声调
制下 RC串联电路的随机共振特性, 而且发现适当
的噪声参数和系统参数可以使平均输出幅度增益

取得最小值, 且输出幅度增益关于噪声非对称性

和相关速率函数的最小值不随信号频率的变化而

变化. 尽管双值噪声[11-13]和三值噪声[14]在模拟自

然涨落时都非常有用, 但三值噪声更复杂, 其包括
了双值噪声的所有情形. 更有意义的是, 与高斯色
噪声的平坦系数 3κ = 和对称性双态噪声的平坦系

数 1κ = 相比较 , 三值噪声的平坦系数可以是从
1 ~ ∞中的任何数, 这个优势在模拟真实涨落时更
有实际意义. 因此, 受文献[11]和[14]的启发, 笔者
采用文献[11]中的 RC 串联电路模型, 研究在三值
噪声和高斯白噪声共同调制下RC串联电路表现出
来的性质. 

1 系统模型 

与文献[11]相同, 采用如图 1所示的电路. 
因此, 系统的输入、输出电压满足下列方程: 
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其中, 0( ) cosiU t A tω= 为周期激励信号. 时间常数
1 / RC 受到三值噪声的扰动, 即1 / ( )RC a Z t= + , 
同时系统受到热涨落的影响, 这时(1)式变为:  
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其中, a为未受扰动前的时间常数; 热涨落 ( )tξ 为

高斯白噪声, 它满足如下的统计特性: 
( ) 0, ( ) ( ) 2 ( )t t t' D t t'ξ ξ ξ δ< >= < > − , (3) 

其中, D为噪声强度. 时间常数所遭受到的扰动
( )z t 属于马尔可夫的三值噪声, 它在 3 个值 1z =  

2 3, 0, ( 0)d z z d d= = − > 之间发生跃迁 , 假设跃迁
时的转移概率为ν , 且处于 3个值的定态概率满足

( ) ( ) , (0) 1 2 ,0 1 / 2s s sP d P d q P q q= − = = − < < . 因此, 
在定态时, 三值噪声 z(t)的统计特性满足: 

| |( ) 0, ( ) ( ) 2 exp( )t t'z t z t z t' qd
τ
−

< >= < >= − , (4) 

其中, τ 为噪声的关联时间. 转移概率ν 为噪声关
联时间的倒数, 即 1 /ν τ= ; ( )z t 是一个对称性的
均值为零的指数关联噪声, 它的平坦系数为: 

4 2 2( ) / ( )z t z tκ =< > < > . (5) 

2 输出信号的平均幅度增益 

对(2)式取系综平均, 得到: 
0
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(6)式中出现新的关联因子 0( ) ( )z t U t< > , 利用
Shapiro-Loginov公式[11], 它可以写为: 
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再次利用 Shapiro-Loginov 公式[11], (7)式中出
现的更高阶关联因子 2

0( ) ( )z t U t< >可写为: 
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(6)~(8)式构成了 1 组关于 3 个变量 0 ( )U t< > , 

0( ) ( )z t U t< >和 2
0( ) ( )z t U t< >的封闭方程组. 根据

这些方程组, 我们得到关于变量 0 ( )U t< >的三阶
微分方程为: 
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(9)式的通解可写成: 
0 1 2( ) sin cosU t N t N tω ω< >= + +  

3
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其中, jC 为由初始条件决定的积分常数; jρ 为下
式代数方程的根: 

3 23( ) [( 2 )(2 )a a aρ ν ρ ν ν+ + + + + +  
2( ) ] [ ( )( 2 )a a d a a aν ρ ν ν+ − + + + −  

2( 4 ) ] 0a q dν+ = . (11) 
为保证(10)式解的稳定性, jρ 必须满足负实

根的条件. 根据 Routh-Hurwitz定理[15]可得到: 
23( )[( 2 )(2 ) ( ) ]a a a a a dν ν ν ν+ + + + + − >  

2[ ( )( 2 ) ( 4 ) ]a a a a q dν ν ν+ + − + , 
0, 0, 0a qν> > > . (12) 

在 t →∞情况下, 由于 0jρ < , 系统将趋于稳
定态. 此时, 系统的平均输出稳态响应写为: 

0 1 2( ) sin cosU t N t N tω ω< >= + , (13) 
此时, 
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图 1  RC串联电路 
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2 2
4 [2 2 3 ]f qd a aν ω= − − . (15) 
为了简化, 系统的平均输出稳态响应也可以

写为: 

0 ( ) cos( )U t H tω φ< >= + , (16) 
此时, 

2 2
1 2 ,H N N= + 1 2arctan( / )N Nφ = , (17) 

其中, H 为输出信号振幅; φ为输出信号的相位. 
根据输出信号的平均幅度增益的定义[11], 该

系统的平均输出幅度增益的表达式为: 

0/G H A= , (18) 
其中, 0A 为输入信号的幅度.  

3 结果与讨论 

由(18)式可得出系统的平均输出幅度增益与
噪声参量及系统参量之间的变化关系. 图 2~图 5
分别绘出了输入信号频率ω和时间常数 a取不同
值时, 平均输出幅度益 G与噪声参量 d、q的关系
曲线. 图中电阻单位为欧姆; 电容单位为法拉, 电
压单位为伏特, 其余物理量的单位为导出单位.  

图 2和图3可看出随输入信号频率ω的逐渐减
弱, 平均输出幅度增益 G 随着三值噪声参量 d、q
的增大而逐渐增大, 随后出现 1 个波峰, 说明系统
出现了共振现象; 但当 0.001ω = 时, G表现出 1个
巨大的最大值, 即表现出随机巨大的共振现象[16]; 
然后随着三值噪声参量 d、q 的增大, 平均输出幅
度增益 G逐渐的减少. 

从图 4和图 5可看出, 在系统参量 a取不同值
时, 输出幅度增益 G 随着三值噪声参量 d、q的增
大出现了 1个最大值, 即系统表现出随机共振现象, 
也就是随着三值噪声参量 d、q 的逐渐增大, 输出
幅度增益从 1个非零值开始增加, 在某个 d、q处, 
输出幅度增益达到最大值, 然后随着噪声参量 d、q 
增大而单调减小. 此外, 还发现随着系统参量 a 的
增大, 共振峰升高, 且 G-d和 G-q曲线的最大值向
右移动. 

4 结论 

在周期信号激励下, 当电路的时间常数遭受
到扰动时, 平均输出幅度增益表现出随机共振现

    
图 2  a = 0.5, ν = 0.5, q = 0.35, A0 = 3.0条件下,输出 图 3  a = 0.5, ν = 0.5, d = 2.5, A0 = 3.0条件下, 输出 

幅度增益 G与三值噪声参量 d的关系曲线 幅度增益 G与三值噪声参量 q的关系曲线 

    
图 4  ν = 0.5, ω = 0.5, q = 0.35, A0 = 3.0条件下, 输出 图 5  d = 2.5, ν = 0.5, ω = 0.5, A0 = 3.0条件下, 输出 

幅度增益 G与三值噪声参量 d的关系曲线 幅度增益 G与三值噪声参量 q的关系曲线 
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象. 从讨论中可以发现, 调整噪声参量在其他量取
适当值的情况下, 系统能够得到 1个最大的平均输
出幅度增益. 这样, 为了提高平均输出幅度增益, 
就应避免让系统工作在输出幅度增益较小的噪声

条件下, 而应尽量保持系统工作在输出幅度增益
最大的噪声条件下. 此外, 还发现热噪声对平均输
出幅度增益没有影响, 此结论对噪声环境中信号
调理电路的设计、调试, 微弱信号检测的方法等将
是有益的.  
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Phenomena of Stochastic Resonance in RC Series Circuit Induced by 
Trichotomous Noise and Gaussian White Noise  

HAN Yin-xia 
( College of Science & Technology, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: This paper studies the phenomena of stochastic resonance in RC series circuit induced by 
trichotomous noise and Gaussian white noise. Using the random average method and Shapiro-Loginov formula, 
an explicit expression of the output amplitude gain (OAG) is obtained. The simulation results show that the 
OAG is a non-monotonic function of parameters of trichotomous noise when the frequency of the input signal 
and parameter of the system take different values, i.e., the maximum of OAG can be obtained by choosing 
appropriate values of frequency of the input signal and parameter of the system. It is also found that Gaussian 
white noise is not relevant to the OAG.  
Key words: trichotomous noise; output amplitude gain; RC series circuit; stochastic resonance 
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