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摘 要: 虽然文化算法已被广泛应用于解决各个领域的优化问题,但与其收敛能力相关的理论分析还比较缺乏. 为

此,针对传统文化算法,应用有限状态Markov链来分析文化算法的搜索过程,进一步使用公理化模型深入研究了种

群在决策空间上的概率分布情况,证明了在文化算法信度空间的标准知识、拓扑知识和状况知识引导下,变异算子

和最优保留选择策略保证了文化算法依概率弱收敛到全局最优解.
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Abstract: Though cultural algorithms have been applied to many optimization problems in various fields, there lakes

the theory analysis related to the convergence performance of these algorithms. Therefore, aiming at traditional cultural

algorithms, the search process of cultural algorithm is analyzed by means of finite Markov chains. Furthermore, the

probability distribution of population in decision spaces is deeply studied by making use of the axiomatic model. It is proved

that cultural algorithms quasi-converge to the optimal solution in probability under the guidance of normative knowledge,

topographical knowledge and situational knowledge in belief space.
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0 引引引 言言言

文化算法是一种模拟人类文化进化过程的仿生

智能计算方法[1]. 该算法采用由上层信度空间和底层

种群空间组成的双层进化机制,从底层种群的优势进

化个体中挖掘反映进化程度和优势区域的隐含知识,

并将信度空间存储的知识反馈到种群进化过程,从而

提高搜索效率,改善算法进化性能.因此,文化算法从

提出至今, 在产品设计[2]、生产调度[3]和工业优化控

制[4]等众多领域的优化问题中得到了成功应用.

文化算法为进化计算中领域知识提取及利用提

供了一个通用框架,其种群空间可以采用任何基于种

群的智能优化算法. 随着智能计算新技术的发展,遗

传算法[5]、进化规划[6]、粒子群优化算法[7]、微分进化

算法[8]、量子计算[9]和蚁群算法[10]等诸多智能优化方

法被引入种群空间. 这些算法的收敛性已先后得到证

明. 而由于对文化算法搜索机理的深入研究不够,导

致与文化算法收敛性相关的理论分析相对缺乏,特别

是对于算法在应用中的全局优化能力未做出理论证

明. 基于此,本文采用有限状态的Markov链来分析文

化算法的搜索过程,进一步使用公理化模型[11]深入研

究了种群在决策空间上的概率分布情况,证明了文化

算法依概率弱收敛于全局最优解.

1 文文文化化化算算算法法法结结结构构构及及及原原原理理理

文化算法模拟人类社会的文化进化过程,采用双

层进化机制, 在传统的基于种群的进化算法基础上,

构造信度空间来提取隐含在进化过程中的各类信息,

并以知识的形式加以存储, 最终用于指导进化过程.

算法基本结构如图 1所示.

种群空间用于实现任何基于种群的进化算法,一
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图 1 文化算法基本结构

方面对个体实现评价, 并面向种群实施选择、交叉、

变异等进化操作,另一方面将优良个体作为样本提供

给信度空间.

信度空间通过接受函数从种群空间各代已评价

种群中选取样本个体, 并在知识更新函数的作用下,

提取样本个体所携带的隐含信息,以知识的形式加以

概括、描述和储存. 最终各类知识通过影响函数作用

于种群空间, 从而实现对进化操作的引导, 以加速进

化收敛,并提高算法随环境变化的适应性.

接受函数和影响函数为上层知识模型和下层进

化过程提供了作用通道,称为接口函数.

综上所述,文化算法是由种群空间、信度空间和

接口函数构成的一种双层进化结构,算法具体步骤如

下.

Step 1: 在决策空间Ω中随机选取𝑚个点构成初

始种群𝑋(0) = {𝑥1(0), 𝑥2(0), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑚(0)}; 初始化信

度空间中的标准知识、拓扑知识和状况知识.

Step 2:计算种群中每个个体的适应度值𝑓(𝑥𝑖(𝑡)),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 并依据 𝑓(𝑥𝑖(𝑡))降序排列种群中所有

个体.

Step 3: 按一定接受比例从种群中选取样本个体,

并依据这些样本个体更新信度空间各类知识:

Step 3.1: 标准知识

𝐾Nom(𝑡)={𝐿Nom(𝑡), 𝑈Nom(𝑡)},
其中𝐿Nom(𝑡)和𝑈Nom(𝑡)分别表示决策空间中可行解

区域的下限和上限,当种群中全部个体都位于新的可

行解区域时标准知识才发生更新.

Step 3.2: 拓扑知识记录了进化过程中个体的适

应度分布状况, 记为𝐾Top(𝑡) = {𝐾𝑇1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑇𝑗(𝑡),

⋅ ⋅ ⋅ }. 其中𝐾𝑇𝑗(𝑡) = {𝑥best
𝑗 (𝑡), 𝐿𝑇𝑗(𝑡), 𝑈𝑇𝑗(𝑡)}分别表

示划分后子区域的当前最优个体,以及该子区域的下

限和上限.

拓扑知识在两种情况下发生更新: 一是当标准知

识更新时会引发拓扑知识的重新划分;二是当标准知

识没有发生改变时,判断拓扑知识记录的子区域中是

否有新的优势个体出现, 若出现优势个体,则拓扑知

识沿着具有最大信息增益[12]的变量维进行二分, 构

成二叉树结构. 其中信息增益定义为

Δ𝐼𝑙 =
𝑓(𝑥best

𝑙 (𝑡))− 𝑓(𝑥best
𝑙 (𝑡− 1))

𝑥best
𝑙 (𝑡)− 𝑥best

𝑙 (𝑡− 1)
. (1)

设根节点为𝑅𝐾Nom , 当二分条件满足时, 在相应

知识空间进行细化,有

𝑅split(𝑡) = 𝑅𝐾𝑇𝑗,𝑙
, 𝐼 = arg max

𝑙=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑚
Δ𝐼𝑙;

s.t. 𝑥best
𝑙 (𝑡) ∈ 𝑅𝐾𝑇𝑗

, 𝑥best
𝑙 (𝑡− 1) ∈ 𝑅𝐾𝑇𝑗

. (2)

相应变量维的二叉树分割点取值为

𝑥split,l(𝑡) = 0.5(𝑥best
𝑙 (𝑡)− 𝑥best

𝑙 (𝑡− 1)). (3)

Step 3.3:状况知识𝐾Sit(𝑡) = {𝐸1, 𝐸2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐸𝑠}用
于记录进化过程中每一代的最优个体.其中 𝑠为状况

知识容量, 𝐸𝑖为第 𝑖个较优个体. 状况知识中记录的

所有最优个体按个体适应值降序排列.

Step 4: 标准知识和拓扑知识按照一定知识影响

比例来引导种群中个体的进化操作.其中知识影响比

例依据知识影响成功率动态确定,记为

𝜆+ 𝛽
𝑚𝐾𝑖(𝑡− 1)

𝑚
. (4)

其中: 𝑚𝐾𝑖(𝑡− 1), 𝑖 =Nom or Top分别表示在 𝑡− 1代

受标准知识和拓扑知识影响所生成的个体数目,其占

种群规模的比例即为知识影响成功率; 𝜆, 𝛽为给定参

数,满足 2𝜆 + 𝛽 = 1. 根据这两类知识的影响比例,对

种群中进化个体进行变异操作,形成子群体𝑋Sub(𝑡).

Step 5: 状况知识中的最优个体𝐸1(𝑡)采用最优

保留选择策略被保留在下一代种群中. 其余个体采用

轮盘赌选择, 从𝑋Sub(𝑡)中选出𝑚个较优个体, 替代

原个体构成第 𝑡+ 1代种群.

Step 6: 判断算法是否满足停止准则.若满足则算

法停止,输出优化结果,否则,返回Step 2.

2 文文文化化化算算算法法法的的的Markov过过过程程程分分分析析析
定定定义义义 1 (有限Markov链)[13] 设𝑋 = {𝑋𝑛, 𝑛 =

0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ }是定义在某概率空间上的离散参数的随机
过程,其状态空间Ω为有限集,如果𝑋具有由下式定

义的Markov性, 即对任意非负整数以及任意的状态

𝑖0, 𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑛+1 ∈ 𝑆, 只要𝑃{𝑋0 = 𝑖0, 𝑋1 = 𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑋𝑛 = 𝑖𝑛} > 0,总有

𝑃{𝑋𝑛+1 = 𝑖𝑛+1 ∣ 𝑋0 = 𝑖0, 𝑋1 = 𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑛 = 𝑖𝑛} =

𝑃{𝑋𝑛+1 = 𝑖𝑛+1 ∣ 𝑋𝑛 = 𝑖𝑛} (5)

成立,则称𝑋为离散参数的有限Markov链.

针对第 1节给出的文化算法结构,考虑有限个体

空间Ω ,其基数记为 ∣Ω ∣=𝑁 . 假设每一代种群由𝑚个

个体构成,则所有可能的种群构成一个状态空间Ω𝑁

= {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑉 }. 其中𝑋𝑖 = {𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖𝑚},
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基数为𝑉 = ∣Ω𝑁 ∣ = 𝑁𝑚.

文化算法中,知识引导的变异操作和选择操作均

可被认为是从状态𝑋𝑖到状态𝑋𝑗的随机变换.在状态

迁移过程中, 由于状态𝑋(𝑡 + 1)仅与状态𝑋(𝑡)有关,

表明上述进化操作具有Markov性, 是一个有限

Markov链.

记受知识引导的变异操作的状态转移矩阵为

𝑃𝑀 , 知识引导的选择操作的状态转移矩阵为𝑃𝑆 . 由

于每一代中引导变异操作和选择过程的知识包含了

不同的信息,导致其各代状态转移矩阵𝑃 = 𝑃𝑀𝑃𝑆不

同,即𝑃 与进化代数 𝑡有关. 因此,文化算法的进化过

程是一个非时齐Markov链 (过程).

到目前为止, 大部分文献只考虑了时齐Markov

理论在进化算法中的应用,显然所用方法不适用于分

析文化算法的进化过程. 因此, 本文借鉴文献 [11]提

出的公理化模型来分析文化算法的随机搜索过程.

3 文文文化化化算算算法法法的的的收收收敛敛敛性性性分分分析析析

定定定义义义 2 称随机变量序列 {𝑋(𝑡)}依概率弱收敛
到全局最优解集[14],若

lim
𝑡→∞

𝑃{𝑋(𝑡)
∩

𝑄 ∕= ∅} = 1, (6)

其中𝑄 = {𝑋∣ ∀𝑌 ∈ 𝑆,有 𝑓(𝑋) ⩾ 𝑓(𝑌 )}为关于适应
值函数 𝑓的全局最优解集.

定定定义义义 3 称𝐵 ⊂ 𝑆为满意解集[14], 若对于任意

𝑋 ∈ 𝐵, 𝑌 ∕∈ 𝐵,均有 𝑓(𝑋) > 𝑓(𝑌 ).

一个满意解集是这样一个个体子集,它的每一个

个体的适应值均大于满意解集之外的个体适应值.显

然,最优解集𝑄为满意解集,并且为最小满意解集.

定定定理理理 1 若对于任意满意解集𝐵,有[14]

𝑃{𝑋(𝑡+ 1)
∩

𝐵 = ∅∣𝑋(𝑡) = 𝑋} ⩽ 𝑎(𝑡), 𝑋
∩

𝐵 ∕= ∅,

(7)

𝑃{𝑋(𝑡+ 1)
∩

𝐵 = ∅∣𝑋(𝑡) = 𝑋} ⩽ 𝑏(𝑡), 𝑋
∩

𝐵 = ∅,

(8)

且满足条件: 1)
∞∑
𝑡=1

(1 − 𝑏(𝑡)) = ∞; 2)
𝑎(𝑡)

1− 𝑏(𝑡)
→ 0.

则 {𝑋(𝑡)}依概率弱收敛到全局最优解集𝑄.

推推推论论论 1 若 {𝑋(𝑡)}的转移概率满足[14]

𝑃{𝑋(𝑡+ 1)
∩

𝐵 ∕= ∅∣𝑋(𝑡) = 𝑋} =⎧⎨⎩ 1, 𝑋
∩

𝐵 ∕= ∅;

⩾ 𝛿 > 0, 𝑋
∩

𝐵 = ∅.
(9)

则 {𝑋(𝑡)}依概率弱收敛到全局最优解集𝑄.

定定定理理理 2 文化算法依概率弱收敛于全局最优解

集𝑄.

证证证明明明 假设当前状态𝑋(𝑡) = 𝑋𝑖,经过文化算法

中的变异操作和选择操作后,下一代的状态为𝑋(𝑡 +

1) = 𝑋𝑗 .

在文化算法中, 状况知识𝐾Sit存储着每一代的

最优个体,并将所有历史较优个体按适应度降序排列.

基于状况知识引导的最优保留选择策略中,在每代将

状况知识所记录的当前最优个体保留到下一代种群

中,并且该最优个体将不再参加变异操作和选择操作.

1)当𝑋𝑖

∩
𝐵 ∕= ∅时,当前最优个体一定包含在

满意集𝐵中. 由最优保留策略可知,无论进化过程处

于哪一进化代数 𝑡,都有

𝑃{𝑋(𝑡+ 1)
∩

𝐵 ∕= ∅∣𝑋(𝑡) = 𝑋𝑖} = 1,

∀𝑋𝑖, 𝑋𝑖

∩
𝐵 ∕= ∅. (10)

2) 当 𝑋𝑖

∩
𝐵 = ∅时, 说明当前种群𝑋(𝑡) = 𝑋𝑖

中不包含满意集𝐵中的个体,则进一步讨论下一代种

群𝑋(𝑡+ 1)
∩

𝐵 ∕= ∅的可能性.

文化算法的本质在于: 基于从种群中获得的优势

个体,提取获得并更新各类知识; 利用上述知识来影

响种群的进化过程,如变异操作和选择操作.因此,为

深入分析在知识影响下获得满意解的可能性,分别针

对文化算法中基于标准知识和拓扑知识引导的变异

算子和基于状况知识引导的选择算子展开分析讨论.

设第 𝑡+ 1代的状态𝑋(𝑡+ 1) = 𝑋𝑗 ,满足𝑋𝑗

∩
𝐵

∕= ∅,即𝑋𝑗包含满意集𝐵中的较优个体.记在标准知

识和拓扑知识引导作用下变异操作所形成的转移概

率为

𝑝𝑀𝑖𝑗 =𝑃𝑀{𝑋(𝑡+ 1) = 𝑋𝑗 ∣𝑋(𝑡) = 𝑋𝑖} =

𝑚∏
𝑘=1

𝑃𝑀{𝑋𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘}. (11)

由文化算法中的知识引导变异操作可知,该转移

概率应该是由标准知识和拓扑知识两类知识共同影

响的,记为

𝑝𝑀𝑖𝑗 =

𝑚∏
𝑘=1

{𝑃𝑀 [(𝑋𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘)∣

(Nom𝑘)]𝑃 [Nom𝑘] + 𝑃𝑀 [(𝑋𝑘(𝑡+ 1) =

𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘)∣(Top𝑘)]𝑃 [Top𝑘]}. (12)

其中 Nom𝑘和Top𝑘分别表示第 𝑘个个体由标准知识

和拓扑知识影响; 𝑃 [Nom𝑘]和𝑃 [Top𝑘]分别表示第 𝑘

个个体由标准知识和拓扑知识影响变异的概率,且满

足𝑃 [Nom𝑘] + 𝑃 [Top𝑘] = 1. 将式 (4)代入 (12),有

𝑝𝑀𝑖𝑗 =

𝑚∏
𝑘=1

{
𝑃𝑀 [(𝑋𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘)∣

(Nom𝑘)]
(
𝜆+ 𝛽

𝑚𝐾Nom

𝑚

)
+ 𝑃𝑀 [(𝑋𝑘(𝑡+ 1) =

𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘)∣(Top𝑘)]
(
𝜆+ 𝛽

𝑚𝐾Top

𝑚

)}
.

(13)

其中 2𝜆 + 𝛽 = 1. 为保证两类知识的作用比例至少
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为 20%,选取𝜆 = 0.2, 𝛽 = 0.6.

标准知识𝐾Nom的关键作用在于保证变异操作

后的个体可行,即变异后个体的各变量维不超出标准

知识记录的各变量维可行区域.因此, 标准知识引导

下的变异概率为

𝑃𝑀 [(𝑋𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘)∣(Nom𝑘)] > 0.

(14)

拓扑知识对标准知识所记录的可行解区域采用

二叉树结构划分. 每一代针对每个个体𝑥𝑖(𝑡),根据拓

扑知识所记录的各个子区域 cell𝑞(𝑡) (𝑞 ∈ ∣Top∣)中所
包含的当前最优个体𝑥best

𝑞 (𝑡)的适应值 𝑓(𝑥best
𝑞 (𝑡)),采

取轮盘赌选择一个子区域 cell𝑞(𝑡)进行如下操作, 其

中各个子区域被选择的概率均大于 0.

受拓扑知识影响的变异操作为: 若当前个体优

于所选子区域的最优个体, 即对于最小化问题满足

𝑓(𝑥𝑖(𝑡)) < 𝑓(𝑥best
𝑞 (𝑡)), 则变异操作是基于当前个体

𝑥𝑖(𝑡)进行的; 否则,基于所选子区域中的当前最优个

体𝑥best
𝑞 (𝑡)进行变异操作.因此,拓扑知识引导下的变

异概率为

𝑃𝑀{[𝑋𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘]∣(Top𝑘)} =∑
𝑞∈∣Top∣

𝑃𝑀{[𝑋𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘]∣

选取cell𝑞(𝑡)}𝑃{选取cell𝑞(𝑡)}. (15)

其中对于 ∀𝑞,都有𝑃{选取cell𝑞(𝑡)} > 0. 当𝑥𝑗𝑘 ∈ (𝑋𝑗∩
𝐵)时,满足 ∃𝑞,使得

𝑃𝑀{[𝑋𝑘(𝑡+ 1)=𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘]∣选取cell𝑞(𝑡)} > 0.

(16)

由此可知

𝑃𝑀{[𝑋𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥𝑗𝑘∣𝑋𝑘(𝑡) = 𝑥𝑖𝑘]∣(Top𝑘)} > 0.

(17)

将式 (14)和 (17)代入 (13),可得 𝑝𝑀𝑖𝑗 > 0.

考虑到文化算法中采用轮盘赌选择获得下一代

个体,因此选择算子引起的转移概率 𝑝𝑆𝑖𝑗 > 0,有

𝑃{𝑋(𝑡+ 1)
∩

𝐵 ∕= ∅∣𝑋(𝑡) = 𝑋𝑖} > 0, 𝑋𝑖

∩
𝐵 = ∅.

(18)

综上所述, 由式 (10)和 (18)可知, 文化算法中种

群进化过程的转移概率满足推论 1的条件.由此可得,

文化算法进化过程的状态向量 {𝑋(𝑡)}依概率弱收敛
到全局最优解集𝑄. 2
4 结结结 论论论

本文采用有限状态的Markov链和公理化模型,

证明了文化算法依概率弱收敛于全局最优解. 以上结

果的证明主要依据文化算法中标准知识和拓扑知识

对种群空间变异操作和选择操作的影响,保证了个体

迁入满意集的概率大于 0. 状况知识的作用相当于最

优保留策略,保证了个体迁入满意集后不会迁出的概

率为 1.

文化算法中的各类知识尤其是拓扑知识作用的

本质在于在保证算法收敛的条件下能够提高种群的

收敛速度.因此, 文化算法的收敛速度分析将是下一

步深入开展的工作.
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