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基于能量法的高温(火灾)环境下轴心 
受压格构柱动力稳定性分析 
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摘  要：根据弹性体系动力稳定理论，采用能量法和 Hamilton 原理，分别建立了高温(火灾)环境中缀条式和缀板

式格构柱在轴向周期荷载作用下的动力偏微分方程。利用 Galerkin 方法将其转化为二阶常微分 Mathieu 型参数振

动方程，求得周期解所包围的动力不稳定区域。通过分析长细比、恒载、温度等参数对轴心受压格构柱动力不稳

定区域的影响，探讨了两种格构柱发生参数振动的动力稳定性问题，为高温环境下结构工程动力分析与设计提供

参考依据。 
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DYNAMIC STABILITY ANALYSIS ON AXIAL COMPRESSION  
LATTICE COLUMN UNDER HIGH TEMPERATURE CONDITION  

USING ENERGY METHOD 

*ZHAO Hong-jin1 , DONG Ning-juan2 , LIU Chao1,3 , WU Min-zhe1 
(1. School of Civil Engineering, Xi’an University of Architecture & Technology, Xi’an 710055, China;  

2. Aircraft Strength Research Institute of China, Xi’an 710065, China;  

3. School of Science, Xi’an University of Architecture & Technology, Xi’an 710055, China) 

Abstract:  Based on the dynamic stability theory of an elastic system, parametric vibration equations of laced 
and battened lattice columns subject to a periodic load under high temperature (fire) condition were established 
respectively by adopting the energy method and Hamilton principle. Galerkin’s method was used to convert the 
partial differential equations into second order ordinary differential Mathieu equations, and then the dynamic 
instability regions surrounded by periodic solutions were obtained. The dynamic stability problems of parametric 
vibration were discussed about two kinds of axial compression lattice columns. Through analyzing the influences 
of slenderness ratio, constant load and temperature etc. on the dynamic instability regions of axial compression 
lattice column, reference basis for the dynamic analysis and design on high temperature (fire) condition in 
structure engineering is provided. 
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在工程实际中，大型结构中的压杆，如桥梁的

上弦杆、厂房的双肢柱、起重机和无线电桅杆的塔

身等，由于承重的需要或构造等的原因，常由几个

柱肢(工字钢、槽钢、角钢等)通过横向连接缀件(钢
板、角钢、槽钢等)组成格构柱。其中轴向柱肢是承

受轴向荷载的主要构件，横向缀件则作为将各分肢
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连接成整体、抵抗侧力的辅助构件。根据构造形式

可分成缀条式和缀板式两种，缀条式格构柱中缀条

和柱肢组成多层平面刚架体系。 
钢构件虽不可燃，但由于钢材导热快且是由薄

壁型钢和钢板组成，遭受火灾后很快升温，会发生

局部失稳，丧失承载力甚至整体倒塌[1]。已有研究

大多是在静荷载作用下考虑钢结构的抗火问    
题[2―5]，而对于谐振荷载和热作用下结构的动力特

性问题研究较少[6―8]，对格构柱(组合压杆)的稳定性

研究多集中在静力方面[9―10]，动力稳定性方面比较

少见。特别是对高温(火灾)环境下格构柱的动力稳

定问题，还未见报道。众所周知，实际工程中理想

的轴心受压格构柱是不存在的，但轴心受压构件的

稳定性分析是其他偏压构件稳定性分析的基础。因

此对格构式构件在热状态下的力学形态如何表述，

高温火灾环境下轴心受压格构柱的动力稳定性尚

需进行探讨，揭示高温环境中格构柱动力失稳的本

质和规律仍具有一定的理论价值。 
格构柱由于其构成包括承受轴向荷载的分肢

和连接分肢的缀件，其剪切变形要比实腹柱大得

多，剪力造成的附加挠曲影响就不能忽略，因此在

格构柱的稳定研究中必须考虑剪切变形的影响。本

文采用能量法和Hamilton原理，分别建立了高温(火
灾)环境中缀条式和缀板式格构柱在轴向周期荷载

作用下的动力偏微分方程。求得周期解所包围的动

力不稳定区域，探讨了两种格构柱发生参数振动的

动力稳定性问题；分析了杆件长细比、不变荷载、

温度等参数对轴心受压格构柱动力稳定性的影响，

为高温环境下结构工程动力分析与设计提供参考

依据。 

1  分析模型及公式推导 

在高温(火灾)环境下柱体在轴向荷载 P 作用时

的分析模型如图 1 所示。实验表明[1]：在火灾或高温

情况下，由于温度变化构件将产生轴向热应变 thε 。 

此时柱体的总应变可由下式求得： 
th eε ε ε= +                  (1) 

式中： th Tε α= Δ 为在温度T 下的热应变； eε 为弹

性应变； TE 为高温 T 下结构的弹性模量；α =  

1.4×10−5m/(m·℃ )为杆件的热膨胀系数； TΔ =  
0T T− 为构件温差。 
因此，柱子的内力可由以下公式求出： 

T TN E P TE Aε α= = + Δ           (2) 

 
图 1  轴心受压柱分析模型 

Fig.1  Analysis model of the axial compression column 

2  缀条式轴心受压格构柱动力稳定 

如图 2 所示，缀条式轴心受压格构柱可按桁架

进行计算，柱肢和缀条间的连结结点均视为铰接

点，弯曲后的组合杆截面并不垂直于挠度曲线 v ，

用ϕ来表征截面的转角，则： 

格构柱轴线上任意点的弯矩为： 

TM E I
x
ϕ∂

= −
∂

               (3) 

剪力为： 

Q v
vF K
x

ϕ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
             (4) 

式中： TE I 为组合压杆的抗弯刚度； I 为组合截面

对形心轴的惯性矩； vK 为截面的剪切刚度。 

格构柱的应变能为： 
2 2

0

1 d
2

l

T v
vU xE I K

x x
ϕ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫   (5) 

 
图 2  缀条式轴心受压格构柱 

Fig.2  Laced axial compression lattice column 

在单位剪力作用下，K 形布置的斜缀条的轴向

变形为： 
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2 2
1 21 1 2 2

1 1
cos coscos cosT T

b b
E A E Aθ θθ θ

Δ = +  (6) 

式中： 1A 、 2A 分别为上斜缀条和下斜缀条的面积；

b为压杆肢宽；d 为同一柱肢上两节点间距离； 1θ 、

2θ 分别为上斜缀条和下斜缀条与水平轴的夹角。 

1 2tan tand b bθ θ= +  

因此缀条式格构柱剪切刚度可表示成： 

1 2

1 1
tan tanvK d θ θ

Δ
= = ×

+
 

3 3
1 1 2 2

1 1
cos cosT TE A E Aθ θ

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (7) 

轴向周期动荷载 0( ) costP t P P tθ= + 作用下高

温(火灾)环境中格构柱的荷载势能可以写成： 
2

0

1[ ( ) ] d
2

l
T

vV P t n TE A x
x

α ∂⎛ ⎞′= − + Δ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫    (8) 

n为格构柱的柱肢数。 
动能： 

2

0

1 d
2

l vT m x
t

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫            (9) 

总势能∏为荷载势能V 和应变能U 之和，即： 
V U∏ = +               (10) 

在 0t 、 1t 时刻，由 Hamilton 原理，变分方程： 
1

0
( )d 0

t

t
T tδ −∏ =∫            (11) 

分别对 v 、ϕ进行变分，得到组合压杆的动力

微分方程为： 
2 2

2 2[ ( ) ] 0v T
v v vm K P t n TE A

xt x
ϕ α

′∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ′− − + + Δ =⎜ ⎟∂∂ ∂⎝ ⎠
 

(12) 
2

2 0T v
vE I K
xx

ϕ ϕ∂ ∂⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠
                (13) 

得到高温(火灾)环境中格构柱承受周期荷载

0( ) costP t P P tθ= + 作用下的动力稳定微分方程： 
4 4 2 4

4 2 2 2 4
T T

T
v v

mE I E Iv v v vE I
K Kx x t x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + − ×⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2

0 2( cos ) 0t T
vP P t n TE A m

t
θ α ∂′+ + Δ + =

∂
 (14) 

利用 Galerkin 方法进行离散，设柱的横向位移

1

π( , ) ( )sink
k

k xv x t f t
l

∞

=

=∑ ，满足杆的边界条件，代入

式(14)，整理得： 

2

2 3 3
1 2 1 1 2 2

π 1 11
(tan tan ) cos cos

TE I
l A Aθ θ θ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ + ×⎢ ⎥⎜ ⎟

+⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

4 2

4 2
1 2

π π( ) ( ) 1
(tan tan )

T TE I E Imf t f t
l l θ θ

⎡
′′ + − + ×⎢ +⎣

 

03 3
1 1 2 2

1 1 ( cos
cos cos tP P t

A A
θ

θ θ

⎤⎛ ⎞
+ × + +⎥⎜ ⎟

⎥⎝ ⎠⎦
 

2

2
π) ( ) 0Tn TE A f t
l

α ′Δ =                 (15) 

式(15)可进一步简化为： 
2( ) (1 2 cos ) ( ) 0f t t f tΩ μ θ′′ + − =       (16) 

这就是高温(火灾)环境中缀条式格构柱在轴向周期

荷载作用下的 Mathieu 型参数振动方程。 
式中： 

4 2

4 2
1 2

π π1
(tan tan )

EI I
ml l

ω
θ θ

⎧ ⎡⎪= + ×⎨ ⎢ +⎪ ⎣⎩
 

1
1 2

3 3
1 1 2 2

1 1
cos cosA Aθ θ

− ⎫⎤⎛ ⎞ ⎪+ ⎥⎜ ⎟ ⎬
⎥⎝ ⎠ ⎪⎦ ⎭

； 

2 2

2 2
1 2

π π1
(tan tan )

EI IP
l l θ θ

⎡
= + ×⎢ +⎣

 

1

3 3
1 1 2 2

1 1
cos cos Tn TE A

A A
α

θ θ

−
⎤⎛ ⎞

′+ − Δ⎥⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠⎦

； 

01 /P PΩ ω= − ；
02( )

tP
P P

μ =
−

。 

设式(16)有周期 4π /θ 的周期解为： 

1,3,5
( ) sin cos

2 2k k
k

k t k tf t a bθ θ∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

代入式(16)整理合并同类项，根据周期解存在的条

件 得 到 临 界 频 率 方 程 ， 令 一 阶 行 列 1 μ± −  
2

2 0
4
θ
Ω

= ， 求 解 可 得 临 界 频 率 近 似 公 式

2 1θ Ω μ= ± 。由此可确定周期解所包围的不稳定

区域。 
同理取式(16)有周期 2π /θ 的周期解为： 

0
2,4,6...

( ) sin cos
2 2k k

k

k t k tf t a a bθ θ∞

=

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

代入式(16)整理，取临界频率方程的二阶行列式，

求解可得临界频率近似公式 2
1 1 / 3θ Ω μ= + ，

2
2 1 2θ Ω μ= − 。 
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3  缀板式轴心受压格构柱动力稳定 

如图 3 所示，缀板式轴心受压格构柱可取刚架

作为计算简图。缀板式格构柱的变形状态可分解为

两部分：作为一个杆件产生整体变形，和作为一个

刚架在结间还产生局部弯曲变形，这可看作是由结

间剪力所产生的附加弯矩造成的[11]。 

 
图 3  缀板式轴心受压格构柱 

Fig.3  Battened axial compression lattice column 

在单位剪力作用时，一般情况下缀板的线刚度

大于柱肢的线刚度，采用柱肢和缀板反弯点都在 
杆件中点的假设，利用图乘法可求得侧向剪切变 
形为： 

4 2 2 2
2 4 2 3 4 2 2 2 3 2T T

d d d d b d
E I E I

Δ = + =
′ ′′× ×

 

3 2

24 12
d bd
EI EI

+
′ ′′

                     (17) 

式中：b为压杆肢宽； d 为同一柱肢上两节点间距

离； I ′是柱肢的惯性矩； I ′′是缀板的惯性矩。 
缀板式格构柱的剪切刚度可求得： 

21
24 12v

d bd
K d EI EI

Δ
= = +

′ ′′
           (18) 

荷载势能： 
2

0

1[ ( ) ] d
2

l
T

vV P t n TE A x
x

α ∂⎛ ⎞′= − + Δ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫  (19) 

动能： 
2

0

1 d
2

l vT m x
t
∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫                 (20) 

由 Hamilton 原理得到缀板式轴心受压格构柱

的动力微分方程为： 
4 4 2 4

4 2 2 2 4
T T

T
v v

mE I E Iv v v vE I
K Kx x t x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + − ×⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

2

0 2( cos ) 0t T
vP P t n TE A m

t
θ α ∂′+ + Δ + =

∂
 (21) 

利用 Galerkin 方法对方程进行离散，设杆横向

位移
1

π( , ) ( )sink
k

k xv x t f t
l

∞

=

=∑ ，满足杆的边界条件，

代入上式(21)，整理得： 
2 2

2
π1 ( )

24 12
TE I d bd mf t

I Il
⎡ ⎤⎛ ⎞

′′+ + × +⎢ ⎥⎜ ⎟′ ′′⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

4 2 2

4 2
π π( ) 1

24 12
T TE I E I d bdf t

I Il l
⎡ ⎤⎛ ⎞

− + × + ×⎢ ⎥⎜ ⎟′ ′′⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

2

0 2
π( cos ) ( ) 0t TP P t n TE A f t
l

θ α ′+ + Δ =  (22) 

式(22)可进一步简化为： 
2( ) (1 2 cos ) ( ) 0f t t f tΩ μ θ′′ + − =    (23) 

式中： 
12 2 2

2 2
π π1

24 12
EI EI d bd

EI EIml l
ω

−
⎡ ⎤⎛ ⎞

= + +⎢ ⎥⎜ ⎟′ ′′⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
； 

2

2 2 2

2

π 1
π1

24 12

T
EIP n TE A

l EI d bd
EI EIl

α ′= − Δ
⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟′ ′′⎝ ⎠

； 

01 /P PΩ ω= − ；
02( )

tP
P P

μ =
−

。 

确定动力不稳定区域的方法同缀条式轴心受

压格构柱，计算过程从略。 

4  算例分析 

计 算 参 数 ： 柱 表 面 温 度 T0=20℃ ， λ= 
0.1W/(m· )℃ ，保护层厚度 d ′ = 0.02m，燃烧持续时

间 t=0s~200s。 
双肢缀条式轴心受压格构柱，两端铰支，取

A′ = 2×10−3m2 ， E=2×108kN/m2 ， I=2.5×10−4m4 ，

A1=A2=2×10−4m2，b=d=0.5m。求得动力不稳定区域

如图 4~图 6 所示。 
双肢缀板式轴心受压格构柱，两端铰支，取

A′ = 2×10−3m2，E=2×108kN/m2，I=2.5×10−4m4，I ′ =  
2×10−6m4， I ′′ = 8×10−6m4，b=d=0.5m。求得动力不

稳定区域如图 7~图 9 所示。 
由图 4 和图 5 可知，对缀条式和缀板式格构柱

随着柱子的长细比增加，格构柱稳定临界承载力随

之有较大幅度降低，结构发生参数共振时的频率降

低，动力不稳定区域迅速扩大，说明长细比越大，

x 

 d 

p0+pt cosθ t 

2
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2
d

4
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4
d 4

d4
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发生参数共振的可能性也越大，因此长细比是决定

两种格构柱动力不稳定区域的重要因素。 

 
图 4  长细比对缀条式格构柱动力不稳定区域的影响 
Fig.4  Effect of slenderness ratio on principal regions of 

dynamic instability for laced lattice column 

 
图 5  恒载对缀条式格构柱动力不稳定区域的影响 

Fig.5  Effect of constant load on principal regions of dynamic 
instability for laced lattice column 

 
图 6  温度对缀条式格构柱动力不稳定区域的影响 

Fig.6  Effect of temperature on principal regions of dynamic 
instability for laced lattice column 

 
图 7  长细比对缀板式格构柱动力不稳定区域的影响 
Fig.7  Effect of slenderness ratio on principal regions of 

dynamic instability for battened lattice column 

 
图 8  恒载对缀板式格构柱动力不稳定区域的影响 

Fig.8  Effect of constant load on principal regions of dynamic 
instability for battened lattice column 

 
图 9  温度对缀板式格构柱动力不稳定区域的影响 

Fig.9  Effect of temperature on principal regions of dynamic 
instability for battened lattice column 

由图 6 和图 7 可知，对缀条式和缀板式格构柱

随着动力荷载恒荷分量的增加，结构发生参数共振

时的频率也降低，但对动力不稳定区域的影响很 
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小。同样由图 8 和图 9 可知，对缀条式和缀板式格

构柱随着温度升高，格构柱稳定临界承载力随之降

低，结构发生参数共振时的频率也降低，动力不稳

定区域也随之变宽了，说明当温度比较高时，杆件

更容易发生参数激发振动导致的失稳破坏，但对动

力不稳定区域的影响不大。 
图4~图9所给轴心受压格构柱动力不稳定区域

图表明：当外荷载的参数和格构柱的固有参数之间

保持一定的关系时，结构是不稳定的[12]。利用这个

区域图，给定一个格构柱及外荷载的特性(包括扰动

频率，静力分量，动力振幅分量)，即可定性的判断

该柱是否处于动力稳定状态。 

5  结论 

由以上计算分析结果可知，轴压格构柱的动力

解为无穷多组。文中的临界频率θ 是取 1n = 时求解

得到的，为主共振频率，在θ Ω= 或 2Ωθ = ，压杆

位移将产生无限增大趋势，称之为参数共振[12]。 
缀条式和缀板式格构柱参数共振的形式相同，

不同的是剪切刚度的计算，缀条式格构柱可按桁架

形式进行计算而缀板式格构柱按刚架形式计算。 
随着长细比增加结构发生参数共振时的频率

降低，动力不稳定区域迅速扩大，因此长细比是决

定两种格构柱动力不稳定区域的重要因素。随着动

力荷载恒荷分量的增加，结构发生参数共振时的频

率也降低，但对动力不稳定区域的影响很小。同样

随着温度升高，格构柱稳定临界承载力随之降低，

结构发生参数共振时的频率也降低，但对动力不稳

定区域的影响不大。 
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