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双剪双参数统一强度准则改进式及其应用

胡 　小 　荣
(福州大学 土木建筑工程学院 , 福建 福州　350002)

摘 　要 : 通过莫尔圆分析发现 , 现有的双剪双参数统一强度准则在形式上可看成是对具有直线型

强度包络线的 Mohr2Coulomb 强度准则的改进. 由于直线型强度包络线对岩石的抗拉强度特性解释

不好 , 不如双曲线型强度包络线. 为此 , 通过将现有的双剪双参数统一强度准则做相应的非线性

化处理 , 导出了具有双曲线型强度包络线的双剪双参数统一强度准则改进式 , 并将其用于对静水

压力条件下圆形巷道围岩的弹塑性分析.

关键词 : 双剪双参数统一强度准则 ; 双曲线型强度包络线 ; 巷道围岩 ; 弹塑性分析

中图分类号 : TU459 　　　文献标识码 : A

收稿日期 : 2004 - 05 - 14
　　基金项目 : 福建省教育厅科技 3 项经费项目 ( K04009)
　　作者简介 : 胡小荣 (1964 - ) , 男 , 江西余江人 , 博士 , 教授. Tel : 0591 - 28306442 , E - mail : jxhxr @sohu1com

Improvement of the two2parameter twin shear unified

failure criterion and its application
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Abstract : The Mohr circle comparisons show that the two2parameter twin shear unified failure criterion used now has the

linear type of the failure envelop same as the Mohr2Coulomb strength theory , so the former could be considered as the im2
provement of the latter1 But for failure envelops , the linear type is inferior to the hyperbolic type in describing the rock

tensile properties1 On rock with the hyperbolic failure envelop , the nonlinear improved expression of the two2parameter

twin shear unified failure criterion was given out and it was used in elasto2plastic analysis for the wall rock around the

tunnel with circular cross2section in static hydraulic pressure condition1
Key words : two2parameter twin shear unified failure criterion ; hyperbolic failure envelope ; wall rock around the tunnel ;

elasto2plastic analysis

　　大量的岩石三轴实验已经证明 , 岩石的强度和破坏不仅与最大和最小主应力有关 , 还与中间主应力

密切相关 , 即存在所谓的中间主应力效应[1～6 ] . 与单剪类强度准则如 Mohr2Coulomb 强度准则、Hoek2Brown

强度准则等相比 , 俞茂宏[ 7～11 ]提出的双剪双参数统一强度准则可以线性地描述这种实验现象 , 并在巷道

围岩和压力隧洞的弹塑性分析中得到了一定的研究应用[12～14 ] . 本文的研究分析表明 , 现有的双剪双参数

统一强度准则在形式上可看成是具有直线型强度包络线的 Mohr2Coulomb 强度理论的改进. 虽然直线型强度

包络线具有表达式简单、便于应用的优点 , 但对岩石的抗拉强度特性解释不好 , 不如双曲线型强度包络

线[15 ] . 本文首先对 Mohr2Coulomb 强度准则和现有的双剪双参数统一强度准则进行了比较 , 发现两者的差

别只是σ- τ平面上破坏应力莫尔圆的作法有所不同 , 而采用的强度包络线则是完全相同的 , 均为直线

型. 通过对现有的双剪双参数统一强度准则作非线性化处理 , 导出了具有双曲线型强度包络线的双剪双参
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数统一强度准则改进式 , 并用改进式对静水压力条件下的圆形巷道围岩作了弹塑性分析.

1 　现有双剪双参数统一强度准则的分析

　　现有的双剪双参数统一强度准则[10 ,11 ]的表达式为

ασ1 -
bσ2 +σ3

1 + b
= σt 　　(σ2 ≤

ασ1 +σ3

1 +α ) ,
α

1 + b
(σ1 + bσ2) - σ3 = σt 　　(σ2 ≥

ασ1 +σ3

1 +α ) , (1)

式中 , α为材料的单轴拉压强度比 , α=σt/σc ; σt 为材料的单轴抗拉强度 ; σc 为材料的单轴抗压强度 , b

为取值 [0 , 1 ] 的参数.

　　对于岩石材料而言 , 式 (1) 用内聚力 C0 和内摩擦角φ表示 , 则

σ1 (1 - sin φ) -
bσ2 +σ3

1 + b
(1 + sin φ) = 2 C0cos φ　　(σ2 ≤

σ1 +σ3

2
-
σ1 - σ3

2
sin φ) ,

σ1 + bσ2

1 + b
(1 - sin φ) - σ3 (1 + sin φ) = 2 C0cos φ　　(σ2 ≥

σ1 +σ3

2
-
σ1 - σ3

2
sin φ) ,

(2)

　　对于式 (2) , 若令

σ′1 = (σ1 + bσ2) / (1 + b) , σ′3 = ( bσ2 +σ3) / (1 + b) , (3)

则

σ1 (1 - sin φ) - σ′3 (1 + sin φ) = 2 C0cos φ　　(σ2 ≤ (σ1 +σ3) / 2 - (σ1 - σ3) sin φ/ 2) ,

σ′1 (1 - sin φ) - σ3 (1 + sin φ) = 2 C0cos φ　　(σ2 ≥ (σ1 +σ3) / 2 - (σ1 - σ3) sin φ/ 2) ,
(4)

图 1 　现有双剪双参数统一强度准则所采用的强度包络线和破坏应力莫尔圆

Fig11 　Failure envelope and Mohr circles of the two2parameter

twin shear unified criterion used now

(a) σ3 ≤σ2 ≤
σ1 +σ3

2
-
σ1 - σ3

2
sin φ; (b) σ1 ≥σ2 ≥

σ1 +σ3

2
-
σ1 - σ3

2
sin φ;

莫尔圆 1～4 ——— b = 0 , 1/ 3 , 2/ 3 , 1

由于式 (4) 有类似于以下 Mohr2Coulomb

强度准则的表达式

σ1 (1 - sin φ) - σ3 (1 + sin φ) =

2 C0cos φ, (5)

因此 , 如果将式 (5) 中的σ1 , σ3 分别

换成式 (4) 中的σ′1 , σ′3 , 则可看出 ,

现有的双剪双参数统一强度准则在形式

上可看成是对具有直线型强度包络线的

Mohr - Coulomb 强度理论的改进 , 采用

的强度包络线仍为直线型 , 只是破坏应

力莫尔圆的作法有所不同 , 如图 1 所

示.

图 2 　双曲线型岩石强度包络线

Fig12 　Hyperbolic failure envelope of the rock

2 　具有双曲线型强度包络线的双剪双参数统一强度准则改进式

　　双曲线型岩石强度包络线如图 2 所示. 其一般方程[15 ]为

(σ+ c +σt)
2

c2 -
τ2

d2 = 1 , c =
2σ2

t

σc - 3σt
, d =σt

σt

σc - 3σt
. (6)

　　式 (6) 的主应力表达式[15 ]为

σa - σb

2

2

=
σc - 3σt

σc +σt

σa +σb

2
+
σt (σc - σt)

σc - 3σt

2

-
σ3

t

σc - 3σt
,

式中 , σa , σb 分别为破坏应力莫尔圆与σ轴的交点 , 且σa >σb.

　　上式也可写为

　
σa - σb

2

2

=
1 - 3α
1 +α

σa +σb

2
+
σt (1 - α)

1 - 3α

2

-
ασ2

t

1 - 3α. (7)
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　　对于具有双曲线型强度包络线的 Mohr2Coulomb 准则改进式而言 , 有σ1 =σa , σ3 =σb. 同理 , 若将式

(7) 中的σa ,σb 分别用式 (3) 中σ′1 , σ′3 替换并利用双剪双参数统一强度准则中原有的限制条件代入上

式后 , 则具有双曲线型强度包络线的双剪双参数统一强度准则改进式为

(1 + b)σ1 - bσ2 - σ3

2 (1 + b)

2

=
1 - 3α
1 +α

(1 + b)σ1 + bσ2 +σ3

2 (1 + b) +
σt (1 - α)

1 - 3α

2

-
ασ2

t

1 - 3α

(σ2 ≤
ασ1 +σ3

1 +α ) , (8)

σ1 + bσ2 - (1 + b)σ3

2 (1 + b)

2

=
1 - 3α
1 +α

σ1 + bσ2 + (1 + b)σ3

2 (1 + b) +
σt (1 - α)

1 - 3α

2

-
ασ2

t

1 - 3α

(σ2 ≥
ασ1 +σ3

1 +α ) . (9)

3 　双剪双参数统一强度准则改进式在巷道围岩弹塑性分析中的应用

311 　应力状态分析

　　静水压力条件下圆形断面巷道围岩的弹塑性力学分析可以看成是平面应变问题 , 若采用 Mohr2Coulomb

强度理论 , 就只能考虑到巷道断面上周边围岩径向应力σr 和切向应力σθ的作用. 而采用双剪双参数统一

强度理论 , 则可同时考虑到上述两个应力及巷道围岩轴向应力σz 的作用. 由于σr , σθ, σz 三者相互正交 ,

可以认为是 3 个主应力. 假定塑性区围岩体应变εV = 0 , 则塑性区内的径向应力σ( p)
r 、切向应力σ( p)

θ 和轴

向应力σ( p)
z 存在以下关系[12 ,13 ] , 即

σ( p)
z =

1
2

[σ( p)
r +σ( p)

θ ]. (10)

　　由于在巷道周边围岩中 , 切向应力σ( p)
θ 最大 , 径向应力σ( p)

r 最小 , 而对于岩石而言 , 通常有α< 1 ,

因此 , 由上式可知 , 在塑性区内 3 个主应力的大小为σ1 =σ( p)
θ , σ2 =σ( p)

z , σ3 =σ( p)
r , 且满足σ2 ≥

ασ1 +σ3

1 +α
的条件. 故在进行塑性区应力计算时 , 应采用强度准则改进式 (9) , 将式 (10) 代入式 (9) 得

(2 + b) (σ( p)
θ - σ( p)

r )

4 (1 + b)

2

=
1 - 3α
1 +α

(2 + b)σ( p)
θ + (2 + 3 b)σ( p)

r

4 (1 + b)
+
σt (1 - α)

1 - 3α

2

-
ασ2

t

1 - 3α, (11)

令
(2 + b)σ( p)

θ + (2 + 3 b)σ( p)
r

4 (1 + b)
= s ,则有

(2 + b) (σ( p)
θ - σ( p)

r )

4 (1 + b)
= 1 - 3α

1 +αs2 +
2 (1 - α)

1 +ασt s +
σ2

t

1 +α

1
2

, 解得

σ( p)
r = s - ( a1 s2 + 2 a2 s + a3) 1/ 2 , σ( p)

θ = s +
2 + 3 b
2 + b

( a1 s2 + 2 a2 s + a3) 1/ 2 , (12)

式中 , a1 =
1 - 3α
1 +α , a2 =

(1 - α) σt

1 +α , a3 =
σ2

t

1 +α.

312 　塑性区应力

　　不考虑体积力时 , 平面应变问题的平衡方程为

5σ( p)
r

5r
+
σ( p)

r - σ( p)
θ

r
= 0. (13)

　　将式 (12) 代入式 (13) 得

d s

a1 s2 + 2 a2 s + a3

-
1
2

(2 a1 s + 2 a2) d s

a1 s2 + 2 a2 s + a3
=

4 (1 + b)
2 + b

d r
r

,

记 f1 ( s) = 2 a1 s + a2 , f 2 ( s) = ( a1 s2 + 2 a2 s + a3) 1/ 2 , 解得

r = C
2 + b

4 (1 + b)
[ f 1 ( s) + 2 a1 f 2 ( s) ]

1
a

1

f 2 ( s)

2 + b
4 (1 + b)

. (14)
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　　将边界条件 r = r0 , σ( p)
r = pi ( r0 为巷道半径 , pi 为巷道支护力) 代入式 (12) 得

s0 =
pi + a2

1 - a1
+

pi + a2

1 - a1

2

+
a3 - p2

i

1 - a1
. (15)

　　如果 pi = 0 , 则有 s0 =σt/ 2α. 根据边界条件 r = r0 , s = s0 求出待定常数 C , 最后得

r = r0
f1 ( s) + 2 a1 f2 ( s)

f1 ( s0) + 2 a1 f2 ( s0)

1
a

1 f 2 ( s0)

f 2 ( s)

2+ b
4 (1 + b)

. (16)

　　由式 (10) , (12) , (16) 即可求出塑性区内的应力分布. 方法是先给定一个 s , 再分别由这 3 个式求

出相应的 r , σ( p)
θ , σ( p)

r , σ( p)
z .

图 3 　巷道围岩弹塑性分析结果

Fig13 　Elasto2plastic results for the wall rock around the tunnel

313 　塑性区半径及巷道周边围岩径向位移

　　在静水压力条件下 , 塑性区边界 r = R0处的径向应力σ( p)
r , R

0
和切向应力σ( p)

θ, R
0
与原岩应力 P 的关系[16 ]

为

σ( p)
r , R0

+σ( p)
θ, R0

= 2 P , (17)

联立式 (12) 得

sR
0

=
P + ka2

1 - ka1
+

P + ka2

1 - ka1

2

+
ka3 - P2

1 - ka1
, (18)

式中 , k = [ b/ (2 + b) ]2 .

　　将式 (18) 代入式 (16) 得塑性区半径为

R0 = r0

f 1 ( sR
0
) + 2 a1 f 2 ( sR

0
)

f 1 ( s0) + 2 a1 f 2 ( s0)

1
a

1 f 2 ( s0)

f 2 ( sR0
)

2 + b
4 (1+ b)

. (19)

　　由式 (16) , (19) 得 R0与 pi的关系. 将式 (18) 代入式 (12) 得弹塑性区边界处的应力为
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σ( p)
r , R

0
= sR

0
- ( a1 s2

R
0

+ 2 a2 SR
0

+ a3) 1/ 2 , σ( p)
θ, R

0
= sR

0
+ (2 + 3 b) ( a1 s2

R
0

+ 2 a2 sR
0

+ a3) 1/ 2/ (2 + b) .

弹塑性区边界处围岩的径向位移为

uR
0

= ( P - σ( p)
r , R

0
) R0/ 2 G ,

式中 , G为剪切模量.

　　若塑性区围岩体应变εV = 0 , 则巷道周边围岩径向位移为

u = ( P - σ( p)
r , R

0
) R2

0/ 2 Gr0 .

314 　弹性区应力及围岩径向位移

　　对于 r ≥R0 处的弹性区围岩 , 其应力及径向位移的计算方法和公式不变[16 ] , 即

σ( e)
θ = P 1 -

R2
0

r2 +σ( p)
r , R

0

R2
0

r2 , σ( e)
r = P 1 +

R2
0

r2 - σ( p)
r , R

0

R2
0

r2 , u
( e)
r =

( P - σ( p)
r , R

0
) R2

0

2 Gr
.

315 　结果分析

　　图 3 是根据σc = 2136 MPa ,σt = 01378 MPa , P = 10 MPa , E = 2 GPa , μ= 012 , r0 = 2 m 所得的计算结果.

由图 3 可以看出 : 围岩径向应力随 b 的增大而增大 ; 切向应力在塑性区随 b 的增大而增大 , 在弹性区随 b

的增大而减小 ; 塑性区半径和巷道周边围岩径向位移随 b 的增大而减小 ; 弹塑性交界处的围岩径向应力

及切向应力均随 b 的增大而增大.

4 　结 　　语

　　现有的双剪双参数统一强度准则可以看成是对具有直线型强度包络线的Mohr2Coulomb 强度准则的改

进 , 且改进只体现在破坏应力莫尔圆的作法上. 如果采用双曲线型强度包络线 , 可通过对现有的双剪双参

数统一强度准则做非线性化处理得出其改进式. 本文在对该问题进行了探讨的同时 , 还应用改进式对静水

压力条件下的圆形巷道围岩进行了弹塑性分析. 结果表明 , 巷道围岩的轴向应力和强度准则中的参数 b

对巷道围岩塑性区半径、应力分布及径向位移等均有影响.
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