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摘要　本文以垂直电偶极子矢量磁位的Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ积分表达式为基础，导出各含源层垂直分段电流源的电磁

场沿导线方向的积分计算公式，进而得到各垂直分段电流源的电磁场。对各分段电流源的地面电磁响应进行

叠加即可得到其井地电磁响应，从而将一维井地电磁正演问题简化为计算层状介质中垂直有限长电流源的地

面电磁场问题。文中给出的算例验证了结果的可靠性，并与常规有限长电流源离散成多个小电偶极子源的近

似方法计算时间及计算精度进行了对比，结果验证了算法的可靠性和高效性。
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１　引言

井地电磁法是一种使用井中激励电磁波，地面

接收电磁响应的勘探方法［１］。Ｔｓｅｎｇ
［２］使用井中发

射电磁波、地面接收电磁场的装置，往地下约３０ｍ

深度注入盐水，分别观测注水前、后地面的电磁场变

化，通过数据处理、解释，成功地获得了介质电导率

异常，完成了地下流体监测工作。Ｔｓｅｎｇ认为，这种

测量方法对地下介质电导率异常反映灵敏，若在一

个单井中激励电磁信号，地面上布置一条或多条测

线，可将此种测量地面电磁响应的方法称为ＶＥＭＰ

（ＶｅｒｔｉｃａｌＥＭＰｒｏｆｉｌｉｎｇ）方法。由于电磁法的激励

源类型很多，如磁偶极子、垂直电偶极子或长直导线

源等，激励信号可以是时间域也可以是频率域，故

ＶＥＭＰ可以有很多分支。与井中直流充电地面测

量的直流井地电法［３，４］相比，井地电磁法具有勘探

区域大、没有高阻屏蔽现象等优势，因而具有更广阔

的应用前景。自２０世纪９０年代该技术由俄罗斯引

入我国以来，在很多油田进行过实验与应用［５，６］，均

取得了一定效果。但是应该看到，对于井地电磁法

相关理论研究不足，导致正、反演与资料解释方法至

今没有突破性进展，限制了该项技术在中国的推广

与应用。

本文研究频率域井地电磁一维正演计算方法，

将激励源模型简化为层状介质中的垂直有限长导线

电流源，其井地电磁响应即是地层中的垂直有限长

导线源在地面的电磁响应。至今人们对这种激励源

的研究还很少，传统的解法有两类：一类是使用远场

信号，不采集或不使用近源区的数据，其本质是将远

源区的场视为垂直电偶极子（ＶｅｒｔｉｃａｌＥｌｅｃｔｒｉｃａｌＤｉ

ｐｏｌｅ，ＶＥＤ）的场，这种做法未能利用近源区的信

号，所得资料不能完全被利用；另一类是采用传统的

离散导线源组成多个 ＶＥＤ 源的方法，再叠加各

ＶＥＤ的电磁场作为垂直有限长电流源的电磁场的

近似，这种离散近似计算方法大大增加了计算时间，

计算精度也不高，导致井地电磁实际资料反演解释

出现很多问题。为计算地面任意长度的导线电流源

的电磁响应，Ｋａｕａｈｉｋａｕａ
［７］首次推导了沿导线积分

计算方法的电磁场解析解表达式。遗憾的是，对地

下层状介质中的垂直有限长度导线源而言，垂直方

向上没有类似水平电流源的源点与场点之间的求导

关系，不能采用Ｋａｕａｈｉｋａｕａ的积分方案实现地层中

垂直有限长电流源场的计算。为此，本文提出了在各
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含源层段内分别解析计算沿导线积分项的方法，再叠

加以得到地面电磁场水平分量，实现了高精度、快速

的正演模拟计算；给出了层状介质的正演结果，并与

离散近似计算方法在计算时间和计算精度方面进行

了对比，验证了本文方法的可靠性和高效性。

２　理论公式推导

图１为地下犖 层水平均匀导电介质模型的井

地电磁工作方法示意图，上、下供电电极分别位于井

中犃点和犅 点，设供电设备位于地面井口犗处，犃犅

与水平地层方向垂直，对交流电而言，两个垂直供电

导线的重叠段犗犃的电流是反向的，其影响可以抵

消，因而整个装置的激励源可以等效为犃犅段的线电

流源，进而井地电磁响应的计算问题等效为地下垂

直有限长电流源犃犅的地面电磁场计算问题。图中

假定整个空间介质磁导率取为真空磁导率μ０，电导

率和介电常数分别为σ犻 和ε犻（犻＝１，２，…，犖），ε０ 和

σ０ 表示空气介电常数和电导率。取地面为直角坐

标系的狓犗狔面，狕坐标轴取为垂直有限长电流源所

在直线，并指向地下，犺１ 和犺２ 分别对应电流源的两

个电极的狕向深度坐标，即直导线电流源的上、下两

个端点坐标为犃（０，０，犺１）和犅（０，０，犺２），其上供

以均匀谐变电流犐＝犐０ｅ
ｉω狋，ω为角频率。各层界面

纵向坐标为狕犼（犼＝１，２，…，犖），狕０＝０表示地面。

井地电磁法在地面测量电磁场响应，假定垂直有限

长导线分别在地下从犛犃 到犛犅 个地层中，用犺１犛和

犺２犛分别表示第犛（犛犃≤犛≤犛犅）个分段导线的上、下

端点的狕坐标，则地面总电磁场犉（狕＝０）可视为由

各分段导线源的地面响应犉犛（狕＝０）的叠加，而

图１　水平均匀层状介质模型中的垂直有限长电流源示意图

犉犛（狕＝０）则是第犛个分段上电偶极矩为犕＝犐ｄ狕′ｅ狕

的ＶＥＤ的电磁场犉ＶＥＤ犛 （狕′）沿分段导线方向积分，

即

犉（狕＝０）＝∑

犛犅

犛＝犛犃

犉犛（狕＝０）

＝∑

犛犅

犛＝犛犃
∫

犺
２犛

犺
１犛

犉ＶＥＤ
犛 （狕′，狕＝０）ｄ狕′ （１）

根据这一思路，文中以地层中ＶＥＤ场为基础，重点

研究式（１）中沿导线方向积分式的解析展开方法，进

而得到整个垂直有限长电流源的地面响应。

２．１　水平均匀层状介质中垂直电偶极子的电磁场

引入矢量磁位犃，电磁场与矢量磁位的关系可

表示为

犎＝ ×犃

犈＝－ｉωμ０犃＋
１

σ^
（·犃

烅

烄

烆
）

（２）

其中，^σ＝σ＋ｉωε指电导率为σ、介电常数为ε的介质

的复电导率。设图１所示的垂直有限长线电流源上

的小垂直电偶极子源犐ｄ狕′位于第犼层、深度为狕′处。

考虑到问题的轴对称性，垂直电偶极子只产生ＴＭ

波，介质中矢量磁位犃ＶＥＤ仅含狕分量，即犃ＶＥＤ＝

犃ＶＥＤ狕 ｅ狕，第犼层的磁位犃
ＶＥＤ
狕 可写成

犃ＶＥＤ狕犼 ＝
犐ｄ狕′
４π∫

∞

０
犆犼（λ，狕′）ｅ

狌
犼
（狕－狕

犼
）
＋犇犼（λ，狕′）［ ×

ｅ－狌犼
（狕－狕

犼－１
）
＋ｅ

－狌
犼
狘狕－狕′ ］狘 λ

狌犼
犑０（λ狉）ｄλ （３）

其中：犆犼（λ，狕′）和犇犼（λ，狕′）为待定系数；λ为积分变

量；犑０ 为零阶Ｂｅｓｓｅｌ函数；狉是观测点径向坐标；

狌犼＝ λ
２－犽２槡 犼，犽犼 是第犼层介质对应的波数。则地

下介质第犻层中的磁位可写为

犃ＶＥＤ狕犻 ＝
犐ｄ狕′
４π∫

∞

０
犆犻（λ，狕′）ｅ

狌犻
（狕－狕犻

）
＋犇犻（λ，狕′）［ ×

ｅ－狌犻
（狕－狕犻－１

）
＋δ犻，犼ｅ

－狌犻狘狕－狕′ ］狘 λ
狌犻
犑０（λ狉）ｄλ （４）

其中，当犻＝犼时，δ犻，犼＝１，否则为０。式（４）是电偶极

子源在第犻层介质空间（犻＝０，１，２，…，犖）的磁位公

式，当犻＝０时，表示空气层介质，此时，系数犇０（λ，

狕′）为０；当犻＝犖 时，表示介质基底层，系数犆犖（λ，

狕′）为０；其他系数可由层界面的连续性条件得到，

即在狕＝狕犻的界面上，有

犃ＶＥＤ狕犻 狕＝狕犻＝犃
ＶＥＤ
狕犻＋１ 狕＝狕犻＋１

１

σ^犻

犃
ＶＥＤ
狕犻

狕犻 狕＝狕犻

＝
１

σ^犻＋１

犃
ＶＥＤ
狕犻＋１

狕犻＋１ 狕＝狕犻＋

烅

烄

烆 １

（５）
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再由式（２）得到柱坐标系下的水平方向的电、磁场

分量

犈ＶＥＤ狉犻 ＝
１

σ^犻


２犃ＶＥＤ狕犻

狕狉

犎ＶＥＤ

犻 ＝－
犃

ＶＥＤ
狕犻



烅

烄

烆 狉

（６）

将式（４）的磁位表达式代入式（６）中，得到微元ｄ狕′

对应的水平场分量犈狉 和犎
的微分表达式，整理

后为

ｄ犈ＶＥＤ狉犻 ＝－
犐ｄ狕′
４π^σ犻∫

∞

０
犆犻（λ，狕′）ｅ

狌犻
（狕－狕犻

）
－犇犻（λ，狕′）［ ×

ｅ狌犻
（狕－狕犻－１

）
－ｓｉｇｎ（狕－狕′）ｅ－

狌犻狘狕－狕′ ］狘 λ
２犑１（λ狉）ｄλ

（７ａ）

ｄ犎ＶＥＤ

犻 ＝
犐ｄ狕′
４π∫

∞

０
犆犻（λ，狕′）ｅ

狌犻
（狕－狕犻

）
＋犇犻（λ，狕′）［ ×

　　ｅ
－狌犻
（狕－狕犻－１

）
＋δ犻，犼ｅ

－狌犻狘狕－狕′ ］狘 λ
２

狌犻
犑１（λ狉）ｄλ （７ｂ）

式中ｓｉｇｎ（狕－狕′）＝
　１ 狕≥狕′

－１ 狕＜｛ 狕′
，犑１ 为第一类１阶

Ｂｅｓｓｅｌ函数。

２．２　水平均匀层状介质中垂直有限长电流源的电

磁场

根据式（７）给出的垂直电偶极子的电磁场响应

微分表达式，按式（１）中的积分思路，即得到地下含

源层中的垂直分段电流源产生的电磁响应表达式；

将该积分表达式交换积分顺序后，其源项积分可解

析展开，而待定系数积分项由层界面连续性条件得

到的方程组求解得到，从而得到分段电流源的地面

响应。也就是说，垂直有限长电流源的响应可由各

含源层分段电流源的地面响应叠加得到。

２．２．１　垂直分段电流源场的表达式

假定ＶＥＤ位于分段电流源中的狕′处，它产生

的电磁场沿垂直导线方向的积分即为分段垂直电流

源的电磁响应，第犻层中的电磁场推导结果如下

犈狉犻 ＝∫ｄ犈
ＶＥＤ
狉犻 ＝∫

犺
２犛

犺
１犛

－
犐
４π^σ犻∫

∞

０
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（狕－狕犻

）［｛ －
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（狕－狕犻－１
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－δ犻，犼ｓｉｇｎ（狕－狕′）ｅ
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λ
２犑１（λ狉）ｄ｝λｄ狕′＝ 犐

４π^σ犻∫
∞
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－∫

犺
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＋∫
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ｓｉｇｎ（狕－狕′）ｅ－
狌犻狘狕－狕′狘ｄ ］狕′λ２犑１（λ狉）ｄλ

式中犆犻（λ，狕′）和犇犻（λ，狕′）是待定系数，为了书写简

便，记为

犵犆犻
（λ）＝∫

犺
２犛
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１犛
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犵犇犻
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记源项的积分式及其解析展开式为

　犳犈犻（λ，狕）＝∫
犺
２犛

犺
１犛

ｓｉｇｎ（狕－狕′）ｅ－
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２犑１（λ狉）ｄλ （８ａ）

类似式（８ａ），犎 分量为
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其中
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ｅ
（－狌犻狘狕－狕′狘

）ｄ狕′

＝

ｅ－狌犻
（犺
１犛－狕

）
－ｅ

－狌犻
（犺
２犛－狕

）

狌犻
　　　　狕＜犺１犛

２．０－ｅ
－狌犻
（狕－犺１犛

）
－ｅ

－狌犻
（犺
２犛－狕

）

狌犻
　犺１犛 ≤狕≤犺２犛

ｅ－狌犻
（狕－犺２犛

）
－ｅ

－狌犻
（狕－犺１犛

）

狌犻
　　　　狕＞犺２

烅

烄

烆
犛

可见，只要计算出待定系数的积分项犵犆犻
（λ）和

犵犇犻
（λ），即可计算空间电磁场分布。而井地电磁法

正演需计算地面水平电磁场分量，仅需计算出待定

系数积分项犵犆
０
（λ），即可方便地由式（８）得到。

２．２．２　待定系数积分项的计算

式（８）中待定系数的积分项可根据电磁场在界

面上切向分量连续性条件得到，即在狕＝狕犻 （犻＝０，

１，…，犖－１）的界面上犈狉犻和犎犻
是连续的，从而可得

到全部２犖 个待定系数积分项所满足的２犖 个方程

组，形成一个线性方程组犙犡＝犛，其中犙∈犆
２犖×２犖，

犡，犛∈犆
２犖，从而可以确定用犡表示的各个待定系数

积分项。犙的非零元素为
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犙０，０ ＝σ^１，犙０，１ ＝－^σ０ｅ
－狌１犺０，犙０，２ ＝σ^０

犙１，０ ＝狌１，犙１，１ ＝－狌０ｅ
－狌１犺０，犙１，２ ＝－狌０



犙２犖－２，２犖－３ ＝σ^犖，犙２犖－２，２犖－２ ＝－^σ犖ｅ
－狌犖犺犖－２，

　犙２犖－２，２犖－１ ＝σ^犖－１

犙２犖－１，２犖－３ ＝狌犖，犙２犖－１，２犖－２ ＝狌犖ｅ
－狌犖犺犖－２，

　犙２犖－１，２犖－１ ＝－狌犖－１

　 当犽＝１，２，…，犖－１时

犙２犽，２犽－１ ＝σ^犽＋１，犙２犽，２犽 ＝－^σ犽＋１ｅ
－狌犽犺犽－１，

犙２犽，２犽＋１ ＝－^σ犽ｅ
－狌犽＋１犺犽，犙２犽，２犽＋２ ＝σ^犽

犙２犽＋１，２犽－１ ＝狌犽＋１，犙２犽＋１，２犽 ＝狌犽＋１ｅ
－狌犽犺犽－１，

犙２犽＋１，２犽＋１ ＝－狌犽ｅ
－狌犽＋１犺犽，犙２犽＋１，２犽＋２ ＝狌

烅

烄

烆 犽

（９）

　　犡的元素为

犡０ ＝犵犆
０

（λ），犡２犖－１ ＝犵犇犖
（λ）

　犽＝１，２，…，犖－１时

犡２犽－１ ＝犵犆犽
（λ），犡２犽 ＝犵犇犽

（λ

烅

烄

烆 ）

（１０）

　　犛的非零元素为

犛２犼－２ ＝－^σ犼－１犳犈犼（λ，狕犼－１）

犛２犼－１ ＝狌犼－１犳犎犼（λ，狕犼－１）

犛２犼 ＝σ^犼＋１犳犈犼（λ，狕犼）

犛２犼＋１ ＝－狌犼＋１犳犎犼（λ，狕犼

烅

烄

烆 ）

（１１）

若垂直有限长线电流源在基底层中，则仅有犛２犖－２

和犛２犖－１两个非零项。可选用一种确定性解法求解

上述稀疏线性方程组，这里采用文献［８］的递推方

法，需要犖 次正向迭代和犖 次逆向迭代计算。

至此，各垂直分段导线源的电磁场表达式中沿

导线路径积分解得以解析展开，递推计算得到

犵犆犻（λ）后，由式（８）得各垂直分段导线源的地面水

平分量响应为

犈狉（狕＝０）＝－
犐
４π^σ０∫

∞

０
犵犆

０

（λ）λ
２犑１（λ狉）ｄλ

犎（狕＝０）＝
犐
４π∫

∞

０
犵犆

０

（λ）
λ
２

狌犻
犑１（λ狉）ｄ

烅

烄

烆
λ

（１２）

　　计算各含源层的分段导线源的地面电磁响应，

再由式（１）叠加得到任意层数的水平均匀层状介质

中的任意位置、任意长度的垂直有限长电流源的井

地电磁响应。

３　可靠性验证与结果分析

鉴于现今对该方法的相关研究成果不多，因此

没有可直接用于对比验证的任意有限长度的垂直导

线源地面响应数据。为了间接验证结果的可靠性，

本文采用与有解析解的均匀全空间中的电偶极子源

的场比较、与均匀半空间中的垂直有限长电流源的

离散源近似解、水平均匀层状介质中的电偶极子源

的响应以及与离散源近似方法的计算精度与计算时

间进行对比分析。

３．１　与均匀全空间中电偶极子的电磁场解析解结

果对比

假定均匀全空间电阻率为１００Ω·ｍ，相对介电

常数为１，长度为１ｍ的狕方向垂直电流源位于狕轴

上坐标为１００ｍ的部位，供以强度幅值为１００Ａ、频

率为５Ｈｚ的交流电，计算地面狕＝０的径向测线上

的犈狉、犎 分量。均匀全空间电偶极子的电磁场计

算公式是人们熟知的解析公式［９］，可以得到问题的

精确解。使用本文方法计算时，垂直导线源的上、下

端点深度分别为９９．５ｍ和１００．５ｍ，将程序中空气

层和介质层的电阻率值均设为１００Ω·ｍ，计算模型

即为均匀全空间模型。犈狉 分量和犎
分量的计算

结果见图２，横坐标为测点的径向半径坐标，测点径

向距离坐标从１０～１００００ｍ之间变化，共计３０１个。

经计算，本文积分解与解析解之间的相对误差均小于

０．０１％，在半径为１００ｍ以远处犈狉 的相对误差小于

０．００２％、犎 分量的相对误差小于０．００１％，充分说明

本文方法计算结果的正确性。

３．２　均匀半空间中垂直有限长电流源的电磁场计

算结果对比

设均匀半空间地下介质电阻率为５０Ω·ｍ，相

对介电常数为１．０，假定垂直有限长电流源上、下端

点的深度分别为０和５００ｍ，供电电流强度幅值为

１Ａ，发 射频 率为 １０Ｈｚ，空气 层电 阻率均 设 为

１０１２Ω·ｍ。将垂直有限长电流源离散成若干个连

续小段电流源，各小段电流源视为垂直电偶极子，各

小电偶极子场的计算采用Ｋｅｒｒｙ的计算方法
［１０］，为

了便于和本文方法对比，将 Ｋｅｒｒｙ计算方法稍加改

造，其中介质参数增加了介电常数，并用复电阻率参

数计算，用Ｃ＋＋语言对该法进行了改编，先计算各

小段电偶极子源的场，再将它们叠加得到垂直有限

长电流源的近似解，简称为离散解法。

图３为离散个数狀犽 分别为１，５，１０，５０个的离

散解法与本文积分解法计算的地面径向测线上的

犈狉、犎分量变化曲线。结果显示，用一个电偶极子
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图２　本文方法计算均匀全空间模型的电磁场与解析解结果对比

（ａ）犈狉分量幅值曲线；（ｂ）犈狉分量积分解与解析解之间的幅值误差曲线；

（ｃ）犎 分量幅值曲线；（ｄ）犎 分量积分解与解析解之间的幅值误差曲线

图３　本文方法与离散近似方法计算均匀半空间中垂直有限长电流源的电磁场结果比较

（ａ）犈狉分量；（ｂ）犎 分量

代替垂直有限长电流源计算场分量时，在近源区的

误差较大，而在径向距离狉＞１０００ｍ以远处的电场、

狉＞５００ｍ以远的磁场才与积分解结果曲线符合较

好。随着离散个数的增加，离散解的精度也逐步提

高。当离散个数为５０时，除在半径２０ｍ左右范围

内犈狉分量略有区别外，电磁场分量在测量段上与积

分解结果一致性较好。据此模拟结果说明，在远源

区可用电偶极子近似，而在近源区内需要采用多个

小电偶极子的叠加才能达到较好精度，这不仅表明

本方法的优势，也佐证积分法计算结果的正确。

对同一个含源层内任意长度的垂直分段电流

源，用积分法计算Ｓｏｍｅｒｆｅｌｄ型积分次数仅为离散

解法的１／犖 左右（犖 为离散个数），而且总比离散法

的叠加解精度高。表１给出了在同一台计算机上计

算耗时和各离散近似解与本文积分解结果之间的相

对误差数据。计时单位为ｓ，相对误差计算公式为

犚ｍｓ＝
１

狀狉∑

狀狉

犽＝１

（犳ｄ（犽）－犳犻（犽））槡
２

其中：狀狉是测点数目，本例为３０１个；犳ｄ（犽）和犳犻（犽）

分别表示离散法与积分法计算第犽个测点场分量的

幅度值。本文方法计算全部电磁场分量仅需

０．９８０３ｓ，而采用离散小电偶极子叠加方法耗时大约

为０．８４×犖（犖 为离散电偶极子的个数）ｓ。

表１　离散数目不同时计算时间与结果的相对误差对比

离散ＶＥＤ个数 １ ５ １０ ５０

计算耗时／ｓ ０．８８５３ ４．３４４０ ８．４４８ ４２．０２１３

相对误差

％

犈狉

犎

５８．７７７０

５７．５４３９

３２．５７６８

３２．６１１５

１７．０３０８

１８．６１９１

３．３４８０

０．１４１９

３．３　层状介质中垂直有限长电流源的电磁场计算

结果对比

　　设水平均匀层状介质共５层，层电阻率分别为

５０、１００、１５００、１００和５００Ω·ｍ，层厚度均为５００ｍ，

各层介质的相对介电常数均为１．０。假定垂直有限

长电流源上、下端点的深度分别为１０ｍ和１７５０ｍ，

在地下基底层以上４个层中均有分布。供电电流强

度幅值为３０Ａ，发射频率为１０Ｈｚ。为了显示两种方
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法计算空间电磁场分布情况，计算狕＝０．１５ｍ、径向

半径从１０～１００００ｍ之间测线上共１２１个场点的电

磁场，同时将其与离散解法计算结果进行对比。各

含源层的离散小电偶极子数目狀犽 分别取为１，５，１０

和２０个，总离散个数分别为狀犽×４个。图４为本文

积分解法与４种狀犽 值对应的离散近似解法的计算

结果。从图中可见，同前述均匀半空间模型一样，若

将各含源层的垂直分段电流源视为一个ＶＥＤ，两种

计算结果之间的误差最大，随着各含源层内垂直分

段电流源离散个数的增多，径向测线上两种计算结

果曲线趋于一致；当离散个数为２０时，在径向半径

为５０ｍ以远，两条曲线符合很好。

在计算时间方面，对同一个含源层内任意长度

的垂直分段电流源，用本文方法计算Ｓｏｍｅｒｆｅｌｄ型

积分次数仅为离散解法的１／犖 左右（犖 为离散个

数），且计算全部电磁场时间需要７．７６５ｓ。而四种

狀犽 的离散近似解法耗时分别为７．１４、３６．０３２、７１．５

和１４３．２３４ｓ。可以看出应用本文方法不仅计算结

果可靠，精度高，而且能全区计算电磁场，优势显而

易见。

图４　由积分解法与离散解法求得地下狕＝０．１５ｍ处的电磁场幅值径向变化曲线

（ａ）犈狉分量；（ｂ）犎 分量

狀犽＝１，５，１０，２０分别表示将各含源层中的垂直分段电流源依次离散成１，５，１０和２０个垂直电偶极子时的离散近似解

４　结论

本文用水平均匀层状介质中垂直有限长电流源

的地面电磁响应作为井地电磁法一维正演的近似，

推导并表明井地电磁响应的计算公式。该计算方法

计算量与含源层个数有关，与导线源的长度无关，观

测点到源的距离对结果无影响，并且通过对比计算

表明，本文方法能正确、快速和较高精度地计算井地

电磁响应；同时适用全区的响应计算，且在含源层段

数目不是特别多的情况下更具优势。
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