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完备格上的广义 Rough集模型 

姚  刚，张小红 
（宁波大学 理学院，浙江 宁波 315211） 

摘要：基于 way-below关系和弱 way-below关系，在具有逆合对应的完备格上建立了广义 Rough

上下近似算子，研究了它们的基本性质，并说明本文提出的广义 Rough集模型是 Pawlak标准粗

糙集的推广. 同时，在 De Morgan代数上建立了广义 Rough上下近似算子，给出了相应的基本

性质.  
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Pawlak 提出的 Rough 集理论为不完全和不充

分信息的处理提供了有效的数学方法，已在数据挖

掘、机器学习、模式识别、决策支持等诸多领域有

广泛应用. 近年来，Rough集理论研究的一个重要

方向是推广经典 Rough 集模型，以便应用于更一

般的情形. 目前，已在各种不同框架下建立起多种

广义 Rough 集模型，比如文献[1,2]利用分子格对

Rough集理论进行了推广，文献[3]在 Boole代数上

建立了广义 Rough集模型等等.  

另一方面，由于连续格和Domain理论在理论

计算机科学中的重要作用，近年来成为一个活跃的

研究方向[4,5]. way-below关系是连续格和Domain理

论中的基本概念，它表达的是元素间的一种近似关

系(way-below关系也被称为近似序关系(order of 

approximation))，这与Rough集理论中的“上下近

似”有某些相近之处.  

本文在文献[4]中“辅助序”概念的基础上，

将上述两个方面结合起来，基于 way-below关系及

文献[7]中提出的弱 way-below关系，在具有逆合对

应的完备格上建立了 2 种广义 Rough 集模型，并

研究了它们的基本性质以及与 Pawlak 标准 Rough

集模型之间的关系. 同时，在 De Morgan代数上建

立了广义 Rough集模型, 研究了相应的基本性质. 

1 基于way-below关系Rough集模型 

设( ≤)是偏序集，S . 如果L， L⊆ S ≠ ∅，且对

于 的任意 2个元在 中均有上界(即 ，bS S a∀ S∈ ，

有 c S∈ 使得 a≤c 且 b≤c)，则称 是 中的上定

向集(也称为定向集，directed subset). 如果

S L

S ≠ ∅，

且对于 中的任意 2个元在 中均有下界(即S S a∀ ，

b S∈ ，有 c S∈ ，使得 c≤a且 c≤b)，则称 是 L中

的下定向集(也称为余定向集，co-directed subset). 

S

设( ≤)是偏序集，如果 的任意定向集 ，

其上确界 均存在，则称偏序集( ≤)有定

向并. 对偶地，可定义定向交的概念. 

L， L S

(S L∨ ∈ ) L，
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定义 1[4,5]  设( ≤)是有定向并的偏序集，则

上的way-below关系<<定义：

对满足b≤ 的任意定向集S，存在

L，

L a b L a b∀ ∈ << ⇔， ，

S∨ s S∈ 使a≤s. 

定义 2  设( ≤)是完备格，0，1 是其最小

元和最大元.如果满足： ，L的非空子

集 C称为是一个覆盖. 

L，

{ | } 1c c C∨ ∈ =

对于( ≤)是偏序集，一元运算'：L L称

为 上的逆合对应，则(1)

L， →

L x y L x

 

∀ ∈， ， '≤ ≤y y⇒

x'；(2) x L x'' x∀ ∈ =， . 

定义 3  设( ≤)是具有逆合对应“'”的完

备格，C是 L的 1个覆盖，<<是 L上的 way-below

关系. 对于任意 x∈L，定义如下算子： 

L，

( ) { | } ( ) ( ( ))C x c C c x C x C x' '−
− = ∨ ∈ << =， − ，

a

c

)

) )

 

分别称为 L上的广义 Rough下、上近似. 

引理 1[8]  设( ≤)是完备格，0，1是其最小

元和最大元. 则 

L，

(1) ，b∈L， ≤b； a∀ a b<< ⇒

(2)  0a L a∀ ∈ ⇒ << ；

(3) ，b，c，d∈L，a≤ ≤ d <<d； a∀ b c<< a⇒

(4) ，b，c∈L，a<<b，b<< c <<c； a∀ a⇒

(5) ，b∈L，a<<b，b a  a∀ a b<< ⇒ = ；

(6) ，b，c∈L，a<<c，b c . a∀ a b<< ⇒ ∨ <<

定理 1  设(L，≤)是具有逆合对应“'”的完

备格， 0 是其最小元、最大元，C是 L的 1个覆

盖，<<是 L上 way-below关系. 则(∀x，y∈L). (1)x

≤ ≤ ≤ ；(2)  

≤ ；(3) ≤ ；

(4) . 

1，

( )y C x−⇔ ( ) ( )C y C x−
− ， ( )C y− ( )C x− ∨

( )C y− (C x y− ∨ ( )C x y− ∧ ( ) ( )C x C y− −∧

( ) ( ( ))C x C x' '−
− =

证明  (1) ∀x，y∈L，若x≤y，c∈C，则c<<x⇒c

≤c<<x≤y⇒c<<y(应用定理 1(3))，于是{c| c<<x}⊆ 

{ <<y}，进而有C|c c −(x) ∨{ <<x}≤∨{ << 

C

= |c c |c c

}y = −(y). 即C−(x)≤C−(y). 

若x≤y，则y′≤x′，从而由刚刚证明的结论得

C−(y′)≤C−(x′)，进而(C−(x′))′≤(C−(y′))，即x≤y⇒ 

≤ . ( )C x− ( )C y−

(2) ∀x，y∈L，由 x≤x∨y，y≤x∨y，应用(1)得

≤ ≤ . 故  

≤ . 

( )C x− ( ) (C x y C y− −∨ ， (C x y− ∨ ( )C x− ∨

( )C y− ( )C x y− ∨

(3) ∀x，y∈L，x∧y≤x，x∧y≤y，应用(1)得C−(x∧ 

y)≤ ( ) ( )C x C x y− − ∧， ≤C−(y). 故C−(x∧y)≤C−(x)∧ 

C−(y). 

(4) 对任意 x y， ∈L，(C−(x′))′= ((C−(x′′))′)′=C−(x). 

2 弱 way-below关系 

引理 2[4]  设(L，≤)是完备格，S L . 如

果S对L中任意交(任意并)封闭，则按L中的偏序关

系S是完备格.  

S⊆ ≠∅，

注：上述引理的成立是有相应的前提条件的，

文献[4]中的“任意交”或“任意并”中的“任意”

是包括空集在内的. 由于 ，因此文

献[4]中的“格”实际上是通常的“有界格”. 需要

特别说明的是，本文所指的“任意”交(并)中的“任

意”不包括空集！同时，依据通常的习惯，约定

0∨∅ = ∧∅ =， 1

0∨∅ = ， 1∧∅ = . 

定义 4[7] 设( ≤)是完备格，则L上的弱way- 

below关系<<<定义为：∀a，b∈L，a<<<b ⇔ 对满

足b≤

L，

∨S的任意可数多个元都有上界的非空子集S，

存在s∈S，使得a≤s. 

注：(1) 对于偏序集(L，≤)来说，任意可数多

个元都有上界的非空子集必定是定向集. 所以，

∀a，b∈L，a<<b ⇒ a<<<b. (2) 为叙述方便，简称

“任意可数多个元都有上界”为“任意可数并封

闭”，即定义 4可改为： 

∀a，b∈L，a<<<b ⇔ 对满足 b≤∨S的任意可

数并封闭的非空子集 S，存在 s∈S，使得 a≤s. 

定理 2  设(L，≤)是完备格， 0 是其最小元

和最大元. 则 

1，

(1) a b L∀ ∈， ，a<<<b ⇒ a≤b； 

(2) a L∀ ∈ ⇒ 0<<<a； 

(3) a b c d L∀ ∈，，， ，a≤b<<<c≤d ⇒ a<<<d； 

(4) a b c L∀ ∈，，， ，a<<< <<<c ⇒ a<<<c； b b，
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，(5) a<<< b b <<<a ⇒ a=b； a b L∀ ∈， ，

(6) ∀ai，b∈L(i∈N)，ai<<<b ⇒ ∨{ai|i∈N}<<<b； 

(7) a∨b<<<c ⇒ a<<<c，b<<<c； a b c L∀ ∈，，， ，

(8) a<<<b∧c ⇒ a<<<b，a<<<c. a b c L∀ ∈，，， ，

证明  (1) 设 a<<<b，则 b≤∨S，这里 { }S b= . 

显然，S 关于任意可数并封闭，则由定义 4，存在

s∈S，使得 a≤s. 由于 S为单点集，所以 a≤b. 

(2) 由于对任意 s∈S，0≤s. 故，0<<<a (∀a∈L).  

(3) 设 a≤b<<<c≤d，S是 L满足 d≤∨S的关

于任意可数并封闭的非空子集. 则由 c≤d 及 d≤

∨S，得 c≤∨S，据此以及 b<<<c知，存在 s∈S使得

b≤s. 又 a≤b. 故 a≤s，于是由定义 3.2得 a<<<d. 

(4) 设 a<<<b，b<<<c，S 是 L 的满足 c≤∨S

的关于任意可数并封闭的非空子集. 则由 b<<<c

知，存在 s∈S，使得 b≤s. 而由 a<<<b，应用(1)

得 a≤b. 所以 a≤s，于是由定义 4得 a<<<c. 

(5) 设 a<<<b，b<<<a. 则由(1)得 a≤b，b≤a. 

所以 . a b=

(6) 对任意i∈I，ai<<<b. 对于满足b≤∨S的关

于任意可数并封闭的非空子集S，由ai<<<b (∀i∈N)

知：存在si∈S，使得ai≤si(i∈N). 则 { | }ia i N∨ ∈ ≤

{ | }is i N∨ ∈ . 由于S关于任意可数并封闭，故 { |is∨ .  

. 记}i N S∈ ∈ { | }is s i N= ∨ ∈ ，则 { | }ia i N∨ ∈ ≤s，

s∈S. 这说明 <<<b. { | }ia i N∨ ∈

(7) 若 a∨b<<< c 则 a≤ <<< 

c≤c，b≤a∨b<<<c≤c. 应用(3)得 a<<<c，b<<<c. 

a b c L∀ ∈，， ， ， a b∨

(8) ，若a<<<b∧c，则a≤a b c L∀ ∈，， ， a b<<< ∧ 

c≤b，a≤a<<<b∧c≤c. 应用(3)得 a<<<b，a<<<c. 

注：上述定理中的(L，≤)是有限完备格，则

∀a∈L ⇒ a<<<1. 事实上，∀a∈L，对满足 1≤∨

c c C∨ ∈

S的

关于任意可数并封闭的非空子集 S，显然有∨S=1. 

因 且有限，故存在 1∈S，从而 a≤1，故 a<<<1. S ≠ ∅

3 完备格上的广义 Rough算子 

定义 5  设(L，≤)是完备格， 是其最小元

和最大元. L的非空子集C称为是一个可数覆盖,

如果满足：(1) ；(2) C是可数集，即

0 1，

{ | } 1=

C =  . { | }j jc c C i N∈ ∈，

定义 6  设(L，≤)是具有逆合对应“′”的完

备格，C 是 L 的一个可数覆盖，<<<是 L 上的弱

way-below关系. 对任意 x∈L，定义算子如下： 

( )C x− = ∨{ci∈C| ci<<<x，i∈N}， (C( )C x− = −(x′))′. 

分别称为 x的关于覆盖 C的下近似和上近似.  

定理 3  设(L，≤)是完备格， 0 是其最小元

和最大元，C是 L的一个可数覆盖，<<<是 L上的

弱 way-below关系. 则 

1，

(1) ∀x∈L，C−(x)≤x≤ ； ( )C x−

(2) x y L x∀ ∈， ， ≤ ≤

C 

( )y C x−⇒ ( ) ( )C y C x− −， ≤
−(y)； 

(3) ∀x∈L，C−(C−(x))≤C−(x)，C−(x)≤C−(C−(x))； 

(4) ∀x∈L，x<<<y ⇒ C−(x)<<<y，x<<<C−(y)； 

(5) ∀x，y∈L，C−(x)∨C−(y)≤C−(x∨y)； 

(6) ∀x，y∈L，C−(x∧y)≤C−(x)∧C−(y)； 

(7) ∀x∈L，C−(x)= (C−(x′))′. 

证明  (1) ∀x∈L，根据定义 6，并应用定理 2(6)

得C−(x)=∨{ci∈C|ci<<<x， i∈N}<<<x. 再应用定理

2(1)得C−(x)= ∨{ci∈C | ci<<<x，i∈N}≤x. 进而有

C−(x′)≤x′，x′′≤(C−(x′))′=C−(x). 即x≤C−(x). 

(2) x y L∀ ∈， ，若x≤ 则c<<<x ⇒c≤c<<<x≤

y ⇒ c<<<y，则{c

y，

i∈C | ci<<<x，i∈N}⊆{ci∈C|ci <<<y，

i∈N}，进而有C−(x)=∨{ci∈C|ci<<<x，i∈N}≤∨{ci∈ 

C|ci<<<y，i∈N}=C−(y). 即x≤y ⇒ C−(x) ≤C−(y). 

若x≤y，则y′≤x′. 从而由刚刚证明的结论得

C−(y′)≤C−(x′)，进而(C−(x′))′≤(C−(y′))′，即x≤y ⇒ 

C−(x) ≤C−(y). 

(3) 由(1)，(2)即得 ≤C( ( ))C C x−
−

−(x)， ≤

. 

( )C x−

( ( ))C C x−
−

(4) ∀x，y∈L，若x<<<y，则由(1)得C−(x)≤x. 于

是C−(x)≤x<<<y≤y. 应用定理 2(3)可得C−(x) <<<y. 

类似地，若x<<<y，则由(1)得y≤C−(y). 于是x≤

x<<<y≤C−(y). 应用定理 2(3)即得x<<< C−(y). 
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(5)，(6)和(7)的证明略去. 

注 上述定理中(L，≤)是有限完备格，则C−(1)= 

1，C−(0)=0. 事实上根据定义 5 及定义 6，并应用

定理 2(2)以及其注可得： 

 

C c(1) { |C c− =∨ ∈ <<<1} { | } 1. (0)c c C C−=∨ ∈ = =

=

S

'

 

 ( (0 )) ( (1)) 1 0C ' C ' '− −= =

例 1  设U为有限论域，令L是U的幂集，L上

的序关系即为通常的集合包含关系，′为 2U上的求

补集运算. 则(2U，⊆，′，U，∅)是一个具有逆合对

应的完备格，易于验证L上的弱way-below关系与序

关系一致，即 

∀A，B∈L，A<<<B当且仅当 A⊆B. 

事实上，由定理 2(1)知 A<<<B ⇒ A⊆B. 同时，

设 A⊆B且 S是 L的满足 B⊆∨S的任意可数并封闭

的非空子集(族)，注意到 U为有限论域且 S对可数

并封闭，故 ，从而A⊆B⊆∨S∈S，

由定义 4知 A<<<B. 

{ | }S S S S∨ = ∪ ∈ ∈

这样，定义 5中的可数覆盖正是通常等价“划

分”的推广，定义 6中的上下近似算子正是 Pawlak

标准粗糙集的推广(覆盖型).  

4 De Morgan代数上的广义Rough集 

定义 7[10]  一个 型代数 ((2 2 1 0 0)，，，， L ∧ ∨，，，， 

满足： 0 1)，

(1) 是 1个有界分配格，而 分

别是最小元和最大元； 

( 0 1)L ∧ ∨，，，， 0 1，

(2) ′:L→L是 1个一元运算且满足下列等式： 

( ) ( )x y ' x' y' x y ' x' y' x'' x∧ = ∨ ∨ = ∧ =， ， ，

0 1)

 

则 ( 称为 De Morgan代数. L '∧ ∨，，，，，

容易验证，在 De Morgan代数中成立： 0 1' = ， 

 1 0' = .

0 1)

0 1)

定义 8  设 ( 是De Morgan代数，

是其最小元、最大元. L的非空子集 C称为是一

个覆盖，如果满足 . 

L '∧ ∨，，，，，

0 1，

{ | } 1c c C∨ ∈ =

定义 9  设 ( 是De Morgan代数，

C是 L的一个有限覆盖(有限元构成的)，对于任意

x∈L，定义如下算子： 

L '∧ ∨，，，，，

( ) {C x c− = ∨ ≤ | ( ) ( ( ))x c C C x C x' '−
−∈ =， ， 

分别称为 De Morgan代数 L上的广义 Rough下、

上近似. 

定理 4  设 (L ' 0 1)∧ ∨，，，，， 是De Morgan代数，

是其最小元和最大元，C是 L的一个有限覆盖. 

则 

0 1，

(1) (1) 1 (0) 0C C−
− = =， ；； 

(2) ( )x L C x−∀ ∈ ， ≤ x≤  ( )C x− ；

(3) ( )x C C x x−∀ ∈ =， ； 

(4) x y L x∀ ∈， ， ≤ ≤

 

( )y C x−⇒ ( ) ( )C y C x− −， ≤

( )C y− ；

(5) ( ( ))x L C C x−
−∀ ∈ ， ≤ ≤  ( ) ( )C x C x−

−，

( ( ))C C x−
− ； 

(6) ( ) ( )x y L C x C y− −∀ ∈ ∨， ， ≤  ( )C x y− ∨ ；

(7) ( )x y L C x y−∀ ∈ ∧， ， ≤C−(x)∧C−(y)； 

(8) ( ) ( ( ))x L C x C x' '−
−∀ ∈ =， . 

证明  略. 

以下给出 De Morgan 代数上有限覆盖的约简的

相关结论，但省略其证明，相关概念沿用文献[11]，

并将覆盖 C的约简记为 reduct(C). 

定理 5  设 C是 De Morgan代数 L的有限覆盖, 

则 C和 reduct(C)生成相同的上下近似运算. 

定理 6  如果De Morgan代数L的两个约简的有

限覆盖生成相同的下近似运算, 则这两个约简的有

限覆盖是相同的. 

定理 7  设 是De Morgan代数L的两个覆

盖， 生成相同的有限覆盖下近似当且仅当

reduct(C

1 2C C，

1 2C C，

1) = reduct(C2). 

5 结语 

利用way-below和弱way-below关系，本文在有逆

合对应的完备格上定义了广义Rough算子C−(x)，

C−(x)；同时，借鉴文献[2]中的方法，在De Morgan
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代数上定义了广义Rough算子C−(x)，C−(x)，它们具有

标准Rough近似算子的大部分性质. 此外，需要说明

以下几点： 

(1) 已在各种不同框架下建立起多种广义Rough

集模型，比如文献[1-3]. 这些模型要么基于覆盖，要

么基于一般关系；要么使用公理化方法，要么使用

构造性方法. 本文提出的广义 Rough 集模型是基于

对偶覆盖的. 

(2) 文献[6] 3.3节中通过辅助序来拓展粗糙集理

论，这对本文第一及第三节的形成有直接的促进作

用. 但文献[6]中 3.3节的相关内容与本文第一及第三

节有诸多不同之处：前者建立在分子格之上且辅助

序是抽象的，而本文第一及第三节是建立在完备格

上的(不要求分配律成立)，且用具体的 way-below关

系和弱 way-below 关系代替辅助序. 同时，文献[6]

中并未涉及到覆盖，而本文要求完备格上带有逆合

对应.   

(3) 本文第四节在De Morgan代数上定义的广义

Rough 集模型较文献[3]中的定义更广泛，且具有较

好的性质，关于其进一步的讨论将另文发表. 
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Abstract: Based on way-below relation and weak way-below relation, two kinds of generalized rough set 

models are established over complete lattice with order-reversing involution mapping. Some properties of new 

rough operators are given, and the relationship between the generalized rough set model and Pawlak’s standard 

rough set model is discussed. Furthermore, a kind of dual generalized rough set model is established over De 

Morgan algebraic, their properties are also presented in this paper. 

Key words: Rough set; way-below relation; weak way-below relation; complete lattice; covering; reduction 

CLC number: O159; TP18 Document code: A 

（责任编辑  章践立） 


