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固定需求下基于概率型随机平衡的交通

网络设计模型及算法 

罗文昌 
（宁波大学 理学院，浙江 宁波 315211） 

摘要：在考虑网络中用户的路径选择行为满足概率型随机平衡的条件下，给出了交通网络设计

的双层规划模型，同时设计了基于差分的启发式求解算法.  
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交通网络设计问题是指在考虑交通网络中用

户的路径选择行为的条件下，通过改进现有网络中

的某些路段或在现有网络中新建路段，从而使整个

网络达到某种性能指标最优. 著名的 Braess 诡异

现象表明 [1]，在进行交通网络设计时，若不考虑网

络中用户的具体路径选择行为，单方面的新建路段

或扩建路段，就有可能不仅不能达到改善整个网络

交通状况的目的，反而使整个网络交通状况趋于恶

化，表现为网络总的出行费用不仅未减少，反而增

加. 由此可见，如何描述网络中用户的路径选择行

为，使这种路径选择行为符合实际情况，对交通网

络设计方案的合理性具有重要作用. 一般，采用平

衡模型来描述用户的路径选择行为，主要分为 2

类：确定性平衡和随机平衡. 确定性平衡要求用户

完全掌握整个路网交通信息，并对各条路径的实际

出行费用有完全正确的估计，显然这一要求不太符

合实际的交通状况；而随机平衡则认为用户不太可

能掌握所有的交通信息，其对路径的选择行为或多

或少具有一定的随机性，可见随机平衡提供了更为

符合实际的路径选择行为模式. 基于此，本文在考

虑用户的路径选择行为符合随机平衡条件下来研

究交通网络设计问题，从而提出更为符合实际的交

通网络建设方案.  

1 固定需求下的随机平衡模型 

为便于描述，定义如下符号： 

考虑路网 (G N A)= ， ，令 表示网络中的节点

集合；

N

A表示网络中的路段集合，a 表示b， A中元

素；W 表示路网中的OD对集合， w表示W 中的

一个元素； wR 表示OD对W 之间的路径集合，r k

表示

，

wR 中的元素； 表示路段 的出行费用函

数，且严格单调递增；

(.)at a

ax 表示路段上的交通流量，

x是{ }ax a A∈， 的向量表示； 表示路段 的通行

能力；

ac a
w
arδ 是 0～1变量，如果 对 中路径 r使

用路段 则为 1，否则为 0； 表示 对 之间

OD w

a wq OD w
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用户的需求量； r
wf 表示OD对 之间路径 上用户

的交通流量； 表示 对 之间用户选择路径

的概率； 表示 对 之间路径 上用户的实际

出行费用， 是{ 的向量表示， 表示

对 之间路径 上用户的理解出行费用，为服

从某一分布的随机变量，且 ； 表

示 对 之间用户的理解出行费用的期望，即

.  

w r
r
wp OD w r

r
wc OD w r

wc

 

}wc r R，

)

r
w ∈ r

wc

OD w r

[ ]r r
w wc E C= ( )w wS c

OD w

( ) [min{ } | ]r
w w w wr

S c E C c=

1.1 无约束随机平衡模型 

对给定的交通网络 (G N A= ， ，路径出行费用

与路段出行费用满足的关系是： 

( ) .r w
w a a ar

a

c t x rδ= ∀∑ ， ， w∀  (1) 

路径流量与路段流量满足的关系是： 

.r w
a w ar

w r

x f δ= ∑∑ ， a∀  (2) 

对于给定的OD流量 ，基本约束是： wq w W∈，

w

r
w w w

r R

f q w R
∈

= ∀ ∈∑ ， ， (3) 
r

wf ≥  0 .wr R w W∀ ∈ ∈，， ，

由路径选择的随机平衡可知，在OD对 的路

径

w

wR 中，用户若对路径 理解为具有最小的出行

费用，则选择该路径的概率可表示为

r

(r r
w wp p C= =  

，由此可知随机平衡条件可表示为： min )
w

k
wk R

C
∈

.r r
w w w wf q p r R w W= ∀ ∈ ∈， ，  (4) 

构造如下的无约束极小值规划[1]： 

0
min ( ) ( ) ( )dax

a a a ax a a
z x x t x t ω ω= −∑ ∑∫ −  

( )w w w
w

q S c∑ . (5) 

可以证明 [1]，模型的解等价于随机平衡条件，

并且 是关于z x的严格凸函数，从而路段流量唯一.  

1.2 求解算法 

假设随机变量 均服从正态分布，r
wC r∀ ∀， ， w β

为用户对路径出行费用的理解参数，即  ~ (r
wC N c，rw

) r wβ ∀ ∀， ， . 基于此的算法具体步骤如下： 

Step 1  初始化. 令 0ax a= ∀， ，计算 ，用

式(1)计算 ，用Monte-Carlo仿真法

(0)at
r
wc r w∀ ∀， ， [1]计算

，对 进行随机分配，用式(4)计算

得到初始路径流量

r
wp r w∀ ∀， ， wq ∀， w

r
wf r w∀ ∀， ， ，用式(2)计算得到初

始路段流量 ( ){ }n
ax a∀， . 令 .  1n =

Step 2  更新路段出行费用. 令 .  ( ) ( )( )n n
a a at t x= ∀，a

Step 3  确定下降方向. 在当前路段出行费用  ( )n
at ，

a∀ 的基础上，用式(1)计算当前 ，用

Monte-Carlo仿真法计算当前 ，对

r
wc r w∀ ∀， ，

r
wp r w∀ ∀， ， wq w∀，

进行随机分配，用式(4)计算得到当前路径流量
r

wf r w∀ ∀， ， ，用式(2)计算得到一组辅助路段流量
( ){ }n
av a∀， .  

Step 4  计算迭代步长. 求解如下一维极小问

题：  
( ) ( ) ( ) ( )min ( ) ( ( )) (n n n n
a a a a a

a

z x v x t x
α

α α= + − +∑  
( ) ( ) ( )( )( ) ( )

0
( )) ( )d

n n n
a a ax vn n

a a a
a

v x t
α

α ω ω
+ −

− − −∑∫  

( )w w w
w

q S c∑ ， 

令其解为 ( )nα ，或使用预先设定的步长 .  ( ) 1/n nα =

Step 5  更新流量. 置  ( 1) ( ) ( ) ( )(n n n n
a a ax x vα+ = + −

( ) )n
ax a∀， .  

Step 6  检查收敛性. 若相邻 2 次迭代中路段

流量的变化很小时结束循环. 否则令 ，转

Step 2.  

1n n= +

注： 的计算也可用Monte-Carlo仿真法

给出

( )w wS c
[1].  

2 网络设计模型 

2.1 网络设计的双层规划模型 

补充定义如下符号： 表示路段 a的通行能力

增加量，y是{ 向量表示；

ay

}ay a A∈， ( )a ag y 是路段

改造的投资函数； 为投资预算总额.  

a

B

由于交通网络设计问题涉及到 2 种具有明显

不同目标函数的决策者，即政府部门(网络规划者)

及网络上的使用者(用户). 因此，本文采用双层规

划模型来描述交通网络设计问题；一方面从用户的

角度考虑，对给定的交通网络，用户有选择出行路

径的决策权，其路径选择行为符合随机平衡原则；

另一方面从网络规划者的角度考虑，有通过实施改
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进路段通行能力等措施，来维护及改造网络的决策

权. 具体可描述如下： 

上层模型： 
min ( ) ( ) ( ( ) )a a a ay a

z y x y t x y y=∑ ， ， 

s.t  ( )a a
a

g y∑ ≤ aB y， ≥  0 a∀， ，

 

其中 ( )ax y ∀， a

).

由下层模型求得. 

下层模型： 

( )
min ( ( )) ( ) ( )a a a ax y a

z x y x y t x y= −∑ ，  

( )

0
( )d (ax y

a a w w w
a w

t y q S cω ω −∑ ∑∫ ，  

模型中，处于上层模型的网络规划者对某些路

段进行投资，增加这些路段的通行能力，在满足投

资预算约束的条件下，目标是使整个网络的总出行

费用最小. 下层模型则是一个固定需求下的随机

平衡分配模型.  

2.2 求解算法 

对于上层模型，由隐函数定理[2]可知下层模型

的解 ( )ax y 一般是一个非线性函数，并且函数形式

未知. 一种办法是可利用随机平衡的灵敏度分析

法[3]将 ( )ax y 近似为 的线性函数. 令 表示路段

通行能力增加的初始值，

y 0y
0( )ax y 为相应的随机平衡

路段流量，则 ( )ax y 的一阶Tarlor展开式为： 

0
0 ( )

( ) ( ) [ | ]( ).a
a a b by y

a b

x y 0x y x y y y
y

∂
≈ + −

∂∑ =
 (6) 

由偏导数的定义可知偏导数就是函数在某个

自变量处的变化率，可以看作是函数在某个自变量

处的微分与该自变量的微分之商，而微商为差商之

极限定义. 由此启发，我们可以利用求解随机平衡

条件下的路段流量对路段能力增加量的差商作为

随机平衡条件下的路段流量对路段能力增加量的

偏导数的近似值. 这样我们既可避免有些偏导数

不存在的情形，又可避免利用灵敏度分析法求偏导

数过程中的一些繁琐的解析计算，更重要的是这种

近似方法易于编程实现. 故求解问题的基本思路

如下： 

在开始求解之前，首先进行初始化准备工作，

即把各偏导数的近似值求出来. 令某条路段 能力

增加量为

a

ayΔ ，其余路段能力增加量均为 ，求解

下层模型可得到网络上任意路段 b上的路段流量

随之发生的改变量

0

( )ax yΔ ，进而可得到作为偏导数

( ) /a bx y y∂ ∂ 的近似值的差商 ( ) /a bx y yΔ Δ . 依此对所

有路段重复上述步骤，就可得到当任意一条路段

上的能力增加量为

i

iyΔ 时，整个网络中任意路段

上的路段流量随之发生的改变量

j
( )jx yΔ ，从而得到

作为偏导数 ( ) /j ix y y∂ ∂ 的近似值的差商 ( ) /j ix y yΔ Δ . 

至此，初始化准备工作结束. 进一步将式(6)近似

为： 

0
0 0( )

( ) ( ) [ | ]( )a
a a b

a b

x y
bx y x y y y

y
Δ

≈ + −
Δ∑ y=y

. (7) 

将式(7)代入到上层模型目标函数中，则上层

模型就变为一个以路段能力增加量为变量的普通

的有约束非线性问题，可以用已有的方法求解[4]. 

对于上层模型求出的最优解，即新的路段能力增加

值. 再一次求解下层模型，就可得到新的随机平衡

路段流量，重复上述基本思路，又可得到一组新的

路段能力增加值. 如此重复计算，最后有望收敛于

原来的双层规划模型的最优解，具体算法步骤如

下： 

Step 1  初始化，计算差商 ( ) /j ix y y jΔ Δ ∀， ， i∀ .  

Step 2  给定一个路段能力增加量的初始解  0y，

令 0n = .  

Step 3  对于给定的 ，求解下层模型，得到

随机平衡路段流量

ny
nx .  

Step 4  把式(7)代入到上层模型目标函数中，

求解上层模型，得到一组新的路段能力增加值 1ny + .  

Step 5  检查收敛性，若 1max n n
a ay y+ − ≤ ( aε ∀ ∈，   

)A 则停止，其中ε为迭代精度；否则，令 1n n= + ，

转 step 3.  

需要指出的是：由于双层规划问题本质上的非

凸性，上述基于差分的启发式求解算法求得的收敛

点可能只是局部最优解，可通过选取多个初始点进
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行求解并比较相应的上层模型目标函数值来获得

较好解.  

3 结语 

本文在考虑固定需求下概率型随机平衡的基

础上，研究了相应的交通网络设计模型，设计了基

于差分的启发式求解算法，但这种算法并不能保证

取得全局最优解，更为有效的求解算法还有待进一

步研究.  
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Abstract: On the condition that the stochastic equilibrium restraints are satisfied as the network clients select the 

path, the author presents bilevel planning model for traffic network design. In addition, the heuristic solving 

algorithm is designed on using the difference equations.  
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