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摘要: 考虑带可变核的多线性分数次积分算子在弱Hardy空间上的有界性, 以及相应的多线性分

数次极大算子的有界性, 利用多线性分数次积分算子转化为相应的分数次积分, 得到了 , , ATΩ α 和

, , AMΩ α 的弱型估计.  
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1 引言及主要结果 

可变核的多线性分数次积分算子如下: 
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其中 0 nα< < , 1( , ) ( ) ( )n r nx z L R L SΩ ∞ −∈ × ( 1)r≥ , 

1nS − 是 ( 2)nR n≥ 上的单位球面 , ( ; , )mR A x y 表示
定义在 nR 上, 1m − 阶可导的函数 ( )A x 在 x点关于
y的m阶泰勒展开式的余项, 即: 
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文中出现的 , ,n r m均属自然数, 与之相应的分数
次极大算子定义为: 
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众所周知, 多线性算子最初是 Calderón 研究

奇异积分算子时引入的, 而 Bajsanski 和 Coifman

研究了更一般的情形. 最近几年, 不少学者在奇异

积分算子的基础上, 讨论了一些相关算子在不同

空间上的有界性. 例如, 在文献[1]中讨论了一类

次线性算子的有界性 ; 而文献[2]讨论了超奇异

Marcinkiewicz 积分的加权有界性的情况. 而关于

与奇异积分算子相关的多线性算子的研究也受到

广泛的重视, 出现很多成果. 如 Ding Yong[3]于

2001 年证明了当 ( ) (1 , | | 1),r nD A L R r mγ γ∈ < ∞ = −≤

且 ( )xΩ ∈ 1( )s nL S − 是零次齐次函数时 , , , ATΩ α 和

, , AMΩ α 的加权 ( , )p qL L 有界性.  

2002年, Wu Qiang等[4]给出了当 ( ),r nD A L Rγ ∈  

1 , | | 1r mγ< ∞ = −≤ 时 , 1( ) ( )s nx L SΩ −∈ 是零次齐

次函数 , , ATΩ α 在 Hardy 空间上的有界性. 2007 年梅

春亮等[5]给出了 , , ATΩ α 在弱 Hardy 空间的 Lipschitz

估计.  

对多线性算子的研究, 多数是以粗糙核或卷
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积核为研究对象, 而在调和分析研究中, 带可变核

的算子也是大家关注的焦点. 因此笔者考虑带可

变核的多线性分数次积分算子在弱 Hardy 空间上

的有界性, 下面介绍几个定义和符号. 

定义 1  设 0 ( )nC Rϕ ∞∈ 中的函数 , ( )d 0,x xϕ ≠∫  
*

0
sup | ( * )( ) |,t t
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f f xϕ
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=  其中 ( ) ( / ).n
t x t x tϕ ϕ−=  如

果 , ( ),p nf H R∞∈  只要 * , ( ),p nf L R∞
+ ∈ i.e. , 则存在

一个常数 0C > 使得 : 

( )*|{ : } | / , 0n p
px R f x Cβ β β+∈ > >≤ . (1) 

而使得 (1)式成立的最小常数 C就是 f 的

弱 pH 范数 , 记做 ,|| || pH
f ∞ .  

定义 2  对于 0β > 的 Lipschitz 空间 βΛ
i
定义

如下: 
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其中: 
1 ( ) ( ) ( ) ( ),h hf x f x f x h f xΔ = Δ = + −  

1 ( ) ( ) ( ), 1.k k k
h h hf x f x h f x k+Δ = Δ + − Δ ≥  

定义 3  若 1( , ) ( ) ( )n r nx z L R L SΩ ∞ −∈ × ( 1)r≥ , 

那么 ( )rω δ 表示 ( , )x zΩ 的 r阶连续积分模: 
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其中 ρ 是 nR 中的旋转变换, 
' 1

' '|| || sup | |,
nz S

z zρ ρ
−∈

= −

当 1r = 时, 我们记 ( )rω δ 为 ( )ω δ .  

带可变核的分数次积分算子记为: 
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与之相应的分数次极大算子定义为: 
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为了书写方便我们记算子 

| ( , ) | / | |
n

n

R
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主要结果如下: 

定理 1  设 D Aγ
β∈Λ

i
( | | 1, 2)m mγ = − ≥ , 若

0 , 0 1,nα β< < < < 而且 0 ,nα β< + < ( , )x zΩ ∈ 
1( ) ( )( / ( ( )))n r nL R L S r n n α β∞ −× > − + , 并且对某些

1σ > 有以下不等式成立: 
1
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σ
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则存在正常数C , 对任意的 1 1,( ) ( )n nf L R H R∞∈ ⊂

和任意的 0λ > 有: 
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定理 2  在定理 1的条件下, 存在常数 0C > , 
对任意的 1 1,( ) ( )n nf L R H R∞∈ ⊂ 和任意的 0λ > 有: 
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2 引理和定理的证明 

引理 1[6]  ( )A x 是定义在 nR 上的函数, 且当

| | ,mγ = ( ) ( )l n
locD A L R l nγ ∈ > 时, 有: 

| ( ; , ) | | | |mmR A x y C x y− ⋅≤  
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其中, y
xQ 是以 x为中心, 直径为 5 | |n x y− 的方

体. 常数 0C > 仅于 , ,m n l有关.  

引理 2[7]  对于 0 1,1 lβ< < < ∞≤ , 成立: 
1 /|| || sup(1/ | | ) | ( ) ( ) |dn

QQQ
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其中 | |Q 表示方体Q的体积, ( )Qm f 表示函数 f 在

Q上的积分平均, 即 ( ) 1 / ( )d .Q Q
m f Q f x x= ∫  

若 g β∈Λ
i

, 0 1β< < , Q与Q'是 nR 上的 2 个

方体, 且Q' Q⊂ , 则 
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引理 3[8]  0 ,nα< < 1( , ) ( ) ( )n r nx z L R L SΩ ∞ −∈ ⋅  

( / ( )),r n n α> −  并且对某些 1σ > 有以下不等式: 
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则存在常数 0C > , 对任意的 1, ( )nf H R∞∈ 和任意

的 0λ > 有: 
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注 1  由于 ( , )x zΩ 不具有消失性, 在上述条 

件下, 则对于算子 , (| |)( )T f xΩ α 有类似的结果: 
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引理 4  令Q表示中心在 x直径为 r 的方体, 

若 ,D Aγ
β∈Λ

i
0 1, | | 1,mβ γ< < = −  那么对 | |x y r− <

时, 有不等式: 
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证明  若令 
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那么可以得到: 
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其中 y
xQ 与引理 1 中定义一致, 若 | |x y r− < , 那么

5y
xQ nQ⊂ . 有引理 2可得: 
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那么可以得到: 
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引理 5  设D Aγ
β∈Λ
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证明  对任意 nx R∈ , Q表示中心在 x直径为

l的方体, 其中 0l > 则 
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而根据 I的估计, 对于 II部分同样也可得到: 
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而可得结果: 
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引理 6  设 0 ,nα< <  ( ) 1, ( ) ( )n r nx z L R L SΩ ∞ −∈ × ⋅  

( /( ))r n n α> − 则对任意的 nx R∈ 有: , , ( )AM f xΩ α ≤ 
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两边对 0r > 取上确界, 即可证得. 

定理 1的证明  由引理 3和引理 4可得: 
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定理 2的证明  由引理 5和定理 1可得: 
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Boundedness of Multilinear Fractional Integral Operators 

with Variable Kernels on Weak Type Hardy Spaces 

ZHANG Ying-ying, TAO Xiang-xing* 
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Abstract: The boundedness is studied for a class of multilinear fractional integral operators with variable kernels 

and the maximal operator. It is proved that these operators are both bounded on weak type Hardy spaces. A 

simple way is explored which is closely linked with a class of fractional integral operators. 
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