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一类二阶系统周期解的存在性 

朱  玉, 鲁世平* 
（安徽师范大学 数学系, 安徽 芜湖 241000） 

摘要: 利用临界点理论中的极大极小方法和 Sobelev’s不等式研究了以下二阶哈密顿系统 

 ( ( ) ) ( , ( )),
(0) ( ) (0) ( ) 0,
M t u F t u t

u u T u u T
′ ′ = ∇⎧

⎨ − = − =⎩
 

周期解的存在性, 其中 0, ( ) [ ( )]ijT M t m t> = →为定义在 [0, ]T 上的 N N× 阶正定的对称矩阵值函

数; 改进了已有文献的相关结论, 得到了 3个新结论, 并通过例子说明了结论的有效性. 
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1 引言及引理 

考虑二阶系统 

( ( ) ) ( , ( )),
(0) ( ) (0) ( ) 0,
M t u F t u t

u u T u u T
′ ′ = ∇⎧

⎨ − = − =⎩
 (1) 

其中 0, ( ) [ ( )]ijT M t m t> = 为定义在 [0, ]T 上的 N×  

N阶正定的对称矩阵值函数, ( ) (0, ; )ijm t L T R∞∈ . 

:[0, ] NF T R× 满足假设 A: 

( , )F t x 对于每个 Nx R∈ 关于 t 可测, 对于 a.e. 

[0, ],t T∈ 关于 x是连续可微的, 存在 ( , ),a C R R+ +∈  
1(0, ; ),b L T R+∈ 使得 | ( , ) | (| |) ( ), | ( , ) |F t x a x b t F t x∇≤ ≤  

(| |) ( ),a x b t  对于 Nx R∈ 和 a.e. [0, ]t T∈ 成立. 
1 { :[0, ] |N
TH u T R u= → 绝对连续 , (0) ( ),u u T=

且 2 (0, ; )Nu L T R′∈ }. 

内积为: 

0
, [( ( ) ( ), ( )) ( ( ), ( ))]d

T
u v M t u t v t u t v t t′ ′= +∫ . 

范数为: 

2 1/2

0
|| || [ ( ( ) ( ), ( )) | ( ) | )d ]

T
u M t u t u t u t t′ ′= +∫ . 

相应的泛函: 

0
( ) [( ( ) ( ), ( )) ( , ( )) / 2]d ,

T
u M t u t u t F t u t tϕ ′ ′= +∫  

因此有: 

0
( ( ), ) ([ ( ) ( ), ( ))

T
u v M t u t v tϕ′ ′ ′= +∫  

 ( ( , ( )), ( ))]d .F t u t v t t∇  

对任意 1, Tu v H∈ . 令 

0
( )d ,

T
u u t t= ∫ u u u= − ,  

故有 Sobolev’s不等式:  
2

2

0
|| || / 12 | ( ) | d .

T
u T u t t∞ ∫≤  

Wirtingger’s不等式:  
2

2 2
2 0

|| || / (4 ) | ( ) | d .
T

u T u t tπ ∫≤   

当 ( )M t E= , 在假设A和 ( , )F t ⋅ 是凸函数的情
形下, 通过使用最小作用和临界点理论中的极大
极小方法, 人们已经获得了很多存在性的结果; 对
非凸位势的情形, 许多人也对其解的存在性和多
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重性进行了研究. 作者使用最小作用原理获得了(1)
式的 3个新的周期解的存在定理, 其中我们的定理
2是对文献[1]中定理 1的推广, 而且对其所给例题
中的错误予以了纠正; 我们的定理 3 是文献[2]中
定理 3的推广和深入. 

2 主要结果及证明 

首先, ( ) [ ( )]ijM t m t= 是一个定义在 [0, ]T 上的
N N× 阶正定的对称矩阵值函数 , 其中 ( )ijm t ∈ 

(0, ; )NL T R∞ , 则存在一个常数 0C > , 使 ( ( ) ,M t ξ   
2) | |Cξ ξ≥ , 对所有 NRξ ∈ , 以及 a.e. [0, ]t T∈ . 

定义 1  称 : NF R R→ 是 ( , )λ μ -次凸的, 如果
, 0λ μ > , 对一切 , Nx y R∈ , 使得 ( ( ))F x yλ + ≤ μ ⋅  

( ( ) ( )).F x F y+  

定理 1  设 1 2( , ) ( , ) ( , )F t x F t x F t x= + , ( , )F t x 满

足条件 A, 且 1( , ),F t x 2 ( , )F t x 满足以下条件: 

(i) 1( , )F t ⋅ 是 ( , )λ μ -次凸的, 其中 21 / 2, 2 ,λ μ λ> >

存在 0 6 /Q C T< < , 使 1lim ( , ) /
x

F t x
→+∞

2| | .x Q≤  (ii) 

存在 1( ), ( ) (0, ; ),Ng t h t L T R∈ 使 2 ( , ) ( ( ), ) ( ).F t x h t x g t+≥  

(iii)存在 2 0,C > 1 20
( , )d ,

T
F t x t Cλ∫ ≥ 当 | |x → +∞时, 

则(1)式至少有 1个解. 

证明  由条件(i)和 Sobolev’s不等式, 得: 

1 10 0
( , ( ))d ( , )d

T T
F t u t t F t u tμ λ −∫ ∫≥1/  

1 10 0
( , ( ))d 1 / ( , )d

T T
F t u t t F t u tμ λ− −∫ ∫≥  

2
2

10 0
| ( ) | d 1/ ( , )d || ||

T T
Q u t t F t u t Q uμ λ ∞−∫ ∫≥ ≥  

2
10

1 / ( , )d || ||
T
F t u t Q uμ λ ∞−∫ ≥ 

2
1 20

1 / ( , )d || || /12.
T

F t u t QT uμ λ −∫  

由条件(ii)和 Sobolev’s不等式, 得: 

20 0
( , ( ))d [( ( ), ( )) ( )]d

T T
F t u t t h t u u t g t t+ +∫ ∫≥ ≥  

0 0
| | | ( ) | d || || | ( ) | d

T T
u h t t u h t t∞− − +∫ ∫  

0
( )d

T
g t t∫ ≥ 1 2 2 3|| || | | .C u C u C− − +  (2) 

其中 1 2 3, ,C C C 为常数. 
于是可得: 

0
( ) [( ( ) ( ), ( )) ( , ( ))] / 2d

T
u M t u t u t F t u t tϕ ′ ′= +∫ ≥ 

2

10 0
/ 2 | ( ) | d 1 / ( , )d

T T
C u t t F t u tμ λ′ + −∫ ∫

 2
2 1 2 2 3/ 12 || || || || | |QT u C u C u C− − + =  

2
2( / 2 / 12) || || | | (1 / | |C QT u u uμ− + ⋅  

1 2 1 2 30
( , )d ) || || .

T
F t u t C C u Cλ − − +∫  

对所有 1 ,Tu H∈ 有 ( ) ,uϕ →+∞ 当 || ||u →+∞时. 因

|| ||u →+∞ 2 2 1/2
2(| | || || ) ,u u⇔ + →+∞ 且 0 6 / .Q C T< <  

定理 2  设 1 2( , ) ( , ) ( , )F t x F t x F t x= + , ( , )F t x 满

足条件 A, 且 1( , )F t x , 2 ( , )F t x 满足以下条件: 

(i)存在 0, (1,2)Q α> ∈ , 对于 a.e. [0, ]t T∈ 使得: 

1| |
lim ( , )/ | | .
x

F t x x Qα

→+∞
≤ (ii)存在 1( ), ( ) (0, ; ),Ng t h t L T R∈  

使 2 ( , )F t x ≥ ( ( ), ) ( )h t x g t+ . 则(1)式至少有 1个解. 

证明  由条件(i)和Wirtingger’s不等式可知: 

1 10 0
| ( , ( ))d | | ( , ( )) | d

T T
F t u t t F t u t t∫ ∫≤ ≤

 
0 0

| ( ) | d 2 [ | | d
T T

Q u u t t Q u tα α α+ +∫ ∫≤  

4 20
| ( ) | ]d 4 [| | || || ],

T
u t t Q u T C uα α α+∫ ≤  

其中 4C 为常数. 则由(2)式可得: 

0
( ) [( ( ) ( ), ( )) ( , ( ))] / 2d

T
u M t u t u t F t u t tϕ ′ ′= +∫ ≥ 

2

4 20
/ 2 | ( ) | d 4 [| | || || ]

T
C u t t Q u T C uα α+ + −∫

 2
1 2 2 3 2|| || | | || || /2C u C u C C u− + +≥

 4 2 1 2 2 34 [| | || || ] || || | | ,Q u T C u C u C u Cα α+ − − +  

对所有 1
Tu H∈ , 有 ( ) ,uϕ → +∞ 当 || ||u →+∞时. 因

为 || ||u →+∞ 2 2 1/2
2(| | || || )u u⇔ + → +∞ . 

定理 3  设 1 2( , ) ( , ) ( , ),F t x F t x F t x= + ( , ),F t x  

1( , ),F t x 2 ( , )F t x 满足条件 A和以下条件: 

(i)对 a.e. [0, ]t T∈ 2
1lim inf ( , ) / | | 0

x
F t x x

→+∞
> . (ii) 

存在 1( ), ( ) (0, ; ),Ng t h t L T R∈ 使 2 ( , ) ( ( ), )F t x h t x +≥  

( ),g t  则(1)式至少有 1个解. 
证明  由条件(i)得, 存在 2 20 min{4 / ,C Tε< < π  

2
1lim ( , )/ | | }

x
F t x x

→+∞
, 因而存在 0P> , 使对所有 | | ,x P>  

a.e. [0, ]t T∈ 有 2
1( , ) | | /2,F t x xε> 令 max (| |)P P

a a x=
|x|≤

. 

2 2
10 0
( , ( ))d /2 | ( ) | d /2

T T
F t u t t u u t t T Pε ε> + − −∫ ∫

  
0

( )d
T

Pa b t t− ∫ 2 2
2| | /2 || || /2T u uε ε> − −  

2 2

0
/ 2 ( )d | | /2

T

PT P a b t t T uε ε− > −∫
 2 2 2 2

2 0
/2 || || / 4 / 2 ( )d .

T

PT u T P a b t tε ε⋅ π − − ∫  
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由(2)式得: 

0
( ) [( ( ) ( ), ( )) ( , ( ))] / 2d

T
u M t u t u t F t u t tϕ ′ ′= +∫ ≥ 

2 2 2 2 2
2 2|| || /2 | | /2 || || / 8C u T u T uε ε+ − π −

2
1 2 2 3 0
|| || | | /2 ( )d

T

PC u C u C T P a b t tε− + − − ∫ ≥
2 2 2 2

2 1 2( /2 /(8 )) || || | | /2 || ||C T u T u C uε ε− π + − −

2 3| |C u C+ − 2

0
/ 2 ( )d .

T

PT P a b t tε − ∫  

对所有 1
Tu H∈ , 有 ( )uϕ → +∞ , 当 || ||u →+∞

时, 因为 || ||u →+∞ 2 2 1/2
2(| | || || )u u⇔ + → +∞ . 

注 1  文献[1]中所给的例题 ( , )F t x = 1( , )F t x +  

2 ( , ),F t x
2| | 2

1 2( , ) [ ln(1 | | )], ( )xF t x t e x F x= + + = 1| |x α+ +  

,x  其中 1( , ),F t x  当 21 / 2, 2λ μ λ> < 时, 并不满足

( , )λ μ -次凸. 

现在我们给出一个新的例题: 

1 2( , ) ( , ) ( , ),F t x F t x F t x= +  
2 2

1( , ) [| | ln(1 | | )],F t x t x x= + + 2
2 ( ) | | .F x x t= +  

下面验证 1( , )F t x 满足 ( , )λ μ -次凸. 

证明  当 21 / 2, 2λ μ λ> > 时, 
2 2 2 2

1( , ( )) [ ( ) ln(1 ( ) )]F t x y t x y x yλ λ λ+ = + + + + ≤ 
2 2 2 2[ ( ) ln(1 ( ))]t x y x yμ μ+ + + + ≤ 

2 2 2 2[ ( ) ln(1 )(1 )]t x y x yμ μ+ + + + ≤ 

1 2[ ( , ) ( , )].t F t x F t xμ +  

注 2  定理 2和定理 3不要求 1( , )F t x 是 ( , )λ μ -

次凸的, 显然是对文献[1]和文献[3]中有关定理的

推广, 而且定理 3将文献[2]中定理 3的条件减弱为

( , )F t x 中的一项满足条件(i)即可. 
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Periodic Solutions for Class of Second Order Systems 

ZHU Yu, LU Shi-ping* 

( Department of Mathematics, Anhui Normal University, Wuhu 241000, China ) 

Abstract: By employing the minimax methods in critical theory and the Sobelev’s inequality, the existence of 

periodic solutions for the second order Hamiltonian systems, 
( ( ) ) ( , ( )),

(0) ( ) (0) ( ) 0,
M t u F t u t

u u T u u T
′ ′ = ∇⎧

⎨ − = − =⎩
 

where T>0, ( ) [ ]ijM t m= is N N×  order positive definite symmetric matrices in [0, ]T , is investigated. Three 

new existence theorems of solutions are obtained. An example is given to validate the proposed method. 
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