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文章编号:1001-5132（2010）04-0101-06 

谱方法求解非惯性系中二维不可压缩渠道流 

罗雄平 
（宁波大学 机械工程与力学学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 用谱方法求解了非惯性系中二维不可压缩渠道流动. 控制方程采用原始变量提法, 外力包

括非惯性动系的线加速度以及转动角速度和角加速度引起的惯性力和科氏力. 压强用 Poisson方

程求解. 流向用 Fourier多项式离散, 竖向用Chebyshev多项式离散. 将边界条件用谱多项式展开, 

在谱空间用 Chebyshev-tau 方法时间推进求解半隐式离散的速度方程和直接求解压强方程. 利用

该算法, 分别计算了动系作匀速转动和加速转动时的二维渠道流动. 并将计算结果与控制体积

分方程所作的理论分析作了比较, 结果互相符合.  
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在许多情况下物体在作非惯性运动, 例如海

洋平台、水下管道、船舶、飞行器以及水力机械等. 

研究运动物体周围和内部的流动时, 可采用固连

于此物体的非惯性坐标系, 这时内外流动遵循非

惯性系下的方程. 以下几个是具有代表性的相关

研究. Bearman 等人[1]研究了放在由均匀来流和横

向振荡叠加的流场中振荡圆柱的升力系数 . 

Baranyi[2]推导得到了固定于运动圆柱体的非惯性

系中定义的升力和阻力系数. Pan 等人[3]计算了槽

里运动物体、振荡圆柱以及加速运动的多体水下机

器车的绕流. Chon 等人[4]计算了旋转叶片的绕流. 

在运动物体上经常会有错综复杂的润滑、冷却、液

压或燃料管道, 叶轮机叶轮及其他许多机械构件

的通道也可以看作一种疏导流体的异形管道. 从

这个意义上说, 渠道流也可以归于一种广义的管

道流里. 笔者选择渠道流作为研究对象, 其研究方

法在理论上可推广到各种类型的管道.  

笔者所研究的是一个置于运动物体上的二维

渠道, 渠道的示意图如图 1. 在二维情形下, 渠道

可以平移和转动. 图 2示意了渠道转动θ 角度后的  

 
图 1   渠道运动的示意图 

 
图 2  渠道转动θ 角度后的示意图 
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情况, 图中 0x 为初始时刻的 x坐标位置. 考虑两种

情形, 一种是渠道作匀速转动下的定常流动; 另一

种是渠道作加速转动下的非定常流动问题. 为得

到高精度解, 笔者采用 Chebyshev-Fourier 谱方法

数值求解渠道内流动的微分方程. 然后用积分方

程得到全域物理量平衡关系, 并用它对数值流场

数据作了检验. 

1 微分控制方程和数值计算方法 

1.1 流动的控制方程 

非惯性系下渠道中的流动可用相对运动方程

组来描述, 用渠道半宽度 δ 和壁面剪切速度 uτ 作

为长度和速度的参考量对方程组作无量纲化, 得: 
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其中, ( , )o ox oya a a= 为动系基点的线加速度; zΩ 和

zα 分别为动系的转动角速度和角加速度. 

1.2 数值计算方法 

1.2.1 动量方程的计算方法 

时间格式方面, 非定常项采用前差离散, 粘性

项采用Crank-Nicolson离散, uH 和 vH 采用Adams- 

Bashforth离散.  
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其中, g代表速度 u或 v. 

空间离散方面, 流向用 Fourier 级数离散, 竖

向用 Chebyshev多项式离散, 于是物理量 f的多项

式: 
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经过时空离散后的方程为: 
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其中, (2)ˆ
ijg 表示 2 2/g y∂ ∂ 的谱变换系数.  

根据 Chebyshev多项式的递推关系式,  
2 (2) (2)

2
2ˆ ˆ

2( 1) 2( 1)( 1)
j

j j

c jg g
j j j
−

− − +
− − +

 

(2) (0)
2

1 ˆ ˆ2
2( 1) j jg jg

j + =
+

, (9) 

(8)式可转变为以下形式: 
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其中, 2 21 , 1 , ,
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g 的边界条件是流向为周期边界条件, 在竖向

为无滑移边界条件下, 

( 1) 0g y = ± = , (12) 
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联立(10)~(14)式, 用 Chebyshev-tau 方法可求
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解得到速度值. 动量方程中的非线性项用 3/2 填充

法去掉混淆误差.   

1.2.2 压强 Poisson方程的计算方法 

压强Poisson方程是将动量方程取散度得到的, 

它的求解亦在谱空间进行. 其方程表示如下: 
2 /gp h D t∇ = ∇ ⋅ − ∂ ∂ , (15) 
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压强的边界条件在沿着渠道方向是周期边界

条件的. 在垂直壁面方向上, 压强边界条件由在固

壁面上的 y方向动量方程得到: 
2

2
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2 流动的积分控制方程 

先用控制体包围渠道里(图 1)的流体. 在稳态

的情况下, 积分形式的连续性方程和动量方程为: 
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其中, 1 1 2 2, , ,A v A v 分别为渠道两端的横截面积和流

体速度. 对于本文所研究的渠道流, 我们用渠道半

宽度δ 和壁面剪切速度 uτ 作为长度和速度的参考

量对方程作了无量纲化后, 上述方程可化为: 
1
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其中, np 为表面应力矢; ,e ca a 分别为牵连加速度

和科氏加速度; CS和 CV分别为控制体的表面积和

体积.  

对于表面应力部分, 在文中的渠道流中, 有: 
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其中, l为渠道长度; 下标 ,a b分别表示控制体的

下、上 2个表面. /Re uτ τδ ν= 为雷诺数.  

对于无限渠道流、平行边界层和无限旋转圆筒

间的 Taylor-Couette 流动这些理想流动在一个方向

(如渠道流的流向)上可假设成均匀流动, 于是可应

用周期边界条件. 从物理上来说, 在模拟一个大系

统中, 研究其中远离边缘的一小部分时, 该部分的

边界条件经常设成周期. 对于渠道流而言, 周期边

界条件将导致两端物理量的稳态分布相近. 因此

(20)式的左式接近为零. (21)式在稳态情况下可简

化为: 
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 (22) 
当动系基点的线加速度 ( , )o ox oya a a= 为零时, 

在该渠道流中, 由于非惯性所引起的力源项为: 
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将(22)式和(23)式代入简化后的(20)式, 可得

到上下表面力与惯性力和科氏力平衡式为:  
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3 动系作匀速转动和加速转动时的
流动计算结果及其分析 

首先考虑匀速转动渠道里的流动. 在计算中, 

渠道长为 2πδ  m. 假设渠道以 5 /uτω δ= rad·s-1的

角速度作匀速转动. 雷诺数 / 20Re uτ τδ ν= = , 其

中ν 为运动粘性系数. 计算区域和网格表示在图 3. 

Fourier谱的配置点是均匀的, 而Chebyshev谱的配

置点是两边密, 中间稀疏. 计算区域用32 33× 个网

格来离散. 初始速度场假设为零. 从初始时刻到

30 /t uτδ=  s 的平均动能变化图(图 4), 本图(和下

面所有图)中所示为无量纲量, 可看出渠道内流体

的动能到此时刻已趋于稳定, 预示流场也达到一

个稳定状态. 30 /t uτδ=  s后的流线如图 5所示.  

 

图 3  计算区域和网格 

 
图 4  匀速旋转时的管道内流体平均动能变化 

 

图 5  匀速旋转时的管道内流体的流线图 

对于由积分方程推得的(24)式, 从程序中取数

据比较一下, 可看到 
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.  

这应该是稳态均匀渠道流场的特征. 又可以

看到 v值很小, 这是由离心力的方向所确定的. 于

是(24)式可简化为: 
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剪切应力 ( / / ) /xyp u y v x Reτ= ∂ ∂ + ∂ ∂ 和流向惯

性力 2
z xΩ 的等值线图分别表示在图 6和图 7中. 而

压强和横向的科氏力 2 zuΩ− 的等值线图则用图 8

和图 9表示. 对应(25)式, 由图 6~图 9中可以算得: 
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−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
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, (26) 

 

 

图 6  匀速旋转时的管道内流体剪切应力等值线图 

 

 

图 7  匀速旋转时的管道内流体流向惯性力等值线图 

 

 

图 8  匀速旋转时的管道内流体压强等值线图 
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图 9  匀速旋转时的管道内流体横向科氏力的等值线图 

这里的 0.01 是由于流向速度的非定常项还未完全

等于零, 平均动能还有较小的上升斜率(图 4). 从

这里可以看到积分方程预言的壁面表面力值与用

微分方程进行的数值计算相符.  

接着笔者在匀速转动渠道流动的计算基础上, 

考虑了以 2 20.02 /uτα δ= rad·s-2 的角加速度加速旋

转渠道内的流动状态. 计算所得平均动能的变化

曲线如图 10 所示. 从中可见, 能量到 30 /t uτδ= s

还在不断上升. 此时的流线图与定常旋转的一样.

流场中的壁面剪切应力、流向惯性力、压强和横向

的科氏力的数据表示在图 11至图 14.  

 
图 10  加速旋转时的管道内流体平均动能的变化曲线图 

积分方程也可以检验非稳态流场的计算结果, 

这时表面力与惯性力及科氏力不平衡, 此不平衡

由非定常项来调节, 可估计出(25)式中各项的值. 

 

 

图 11  加速旋转时的管道内流体剪切应力图     

 

 

 

图 12  加速旋转时的管道内流体流向惯性力等值线图 

 

 

图 13  加速旋转时的管道内流体压强等值线图 

 

 

图 14  加速旋转时的管道内流体横向科氏力的等值线图 
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从(27)式可以看到, 流向速度递增的速率比横

向速度的大. 壁面的法向表面应力比剪切力大 8倍, 

这说明在加速旋转时, 壁面所受压力较大, 在设计

管道时应该校核材料的径向应力.  

4 结语 

采用谱方法(Fourier-Chebyshev谱)求解了非定

常不可压缩 Navier-Stokes 方程, 得到了较高精度

的结果. 其中, Chebyshev 谱的应用使渠道流边界

的网格自然加密, 从而提高了壁面附近物理量计
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算的精度. 计算的结果与积分控制方程的理论分

析结果进行了比较, 得到相符结果.  

由于渠道或边界层流动流向方向实际上是非

均匀的, 旋转圆筒也只有有限长度, 所以流向也应

用非周期的基函数来离散. 通过改善, 将来这个算

法可推广到方管、圆管、同心圆管以及作行星运动、

螺旋运动等各种容器内的流动问题研究.  
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A Fourier-Chebyshev Spectral Method for Solving 2D Incompressible  

Channel Flow in Non-inertia Coordinate System 

LUO Xiong-ping 

( The Faculty of Mechanical Engineering and Mechanics, Ningbo university, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Time-dependent incompressible Navier-Stokes equations in primitive variable form with body forces 

of an apparent force are established, and a coriolis force caused by the linear acceleration, angular speed and 

angular acceleration of the generalized non-inertial coordinate system is expressed. The equations are 

numerically solved by a Fourier-Chebyshev spectral method, where Fourier polynomials are used in the 

streamwise discretization and Chebyshev modes in the transverse direction. With the boundary conditions 

expanded by spectral polynomials, the Chebyshev-tau methods are used to construct numerical integration of the 

momentum equations and pressure Poisson equations. The above spectral methods are applied in 2D channel 

flow with the kinetic reference system rotating at a constant and accelerating speed. The numerical results agree 

well with that from the theoretical analysis of the control integral equations.   
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