
第 23卷第 1期 宁 波 大 学 学 报（理 工 版 ） Vol.23 No.1 
2010年 1月 JOURNAL OF NINGBO UNIVERSITY ( NSEE ) Jan. 2010  

 

文章编号:1001-5132（2010）01-0064-05 

广义有界变差函数的复合 

吴伟燕, 俞国华* 
（宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 研究了 ( ) ( )pBV IΛ 和 BMVΛ 函数的复合, 给出一个函数与 ( ) ( )pBV IΛ 或 BMVΛ 的函数复合

后仍为 ( ) ( )pBV IΛ 或 BMVΛ 的充要条件; 同时根据 [ ]MV v 的定义, 给出了 [ ]MV v 函数复合的充

要条件. 
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自从 20世纪 70年代以来, 各种广义的有界变

差函数相继被提出, 广义有界变差函数的研究已

成为数学工作者感兴趣的研究课题之一. 不少学

者对广义有界变差函数的性质及其在 Fourier 级数

中的应用进行了大量的研究, 并得到了许多有意

义的理论成果. 然而, 现有的相关研究中较少涉及

到广义有界变差函数的复合. 1981年 Josephy首先

开始对一般的有界变差函数复合进行了研究 [1]. 

1990年 Merentes讨论了 p有界变差函数复合的有

关结论[2]. 2004年Pamela等探讨了在复合条件下Λ

有界变差函数和Φ 有界变差函数类的不变性 [3]. 

笔者在前人研究的基础上, 对更广的有界变差函

数类的复合进行了进一步的研究. 

1 p-Λ有界变差函数 

定义 1[4]  设 f 是以2π为周期的实函数, 设 nλ > 

0 ( 1,2, )n = ⋅ ⋅ ⋅ 单调增加, 且
1

1 / n
n

λ
∞

=

= +∞∑ . 如果对

于一切不重叠的区间列 [ , ] [0, 2 ]n n nI a b= ⊂ π (n =  

1,2, )⋅ ⋅ ⋅ 有: 

1

| ( ) | / ,( ) sup
n

n n
nI

f IV f λ
∞

=
Λ < +∞= ∑  

其中 , ( ) ( ) ( ),n n nf I f b f a= −  则称 f 是 Λ有界变

差函数, 简称 f 为 BVΛ 函数, 记作 f BV∈Λ 或 f ∈  

{ } .n BVλ  

定义 2[5]  设1 p ∞≤ ≤ , { }nI 是 I 上不重叠的

区间列, 若对一切的区间 I 有: 

( , , ) sup ({ }, , , ) ,mV f p I V I f p I MΛ Λ= = < ∞  

其中 , 1/

1
({ }, , , ) ( | ( ) ( ) | / ) .p p

m m m m
m

V I f p I f a f b λ
∞

Λ
=

= −∑  

则称 f 是 p-Λ有界变差函数, 简称 f 为 ( )pBVΛ 函

数, 记作 f ∈ ( ) ( ).pBV IΛ  

1p = 时 , ( ) ( ) ( )pBV I BV IΛ = Λ ; 当对任何的

m都有 1mλ = 时, ( ) ( )( ) ( )p pBV I BV IΛ = ; 当 1p = , 

对任何的m都有 m mλ = 时, ( ) ( )pBV I HBVΛ = ; 当

1p = , 对任何的m都有 1mλ = 时, ( ) ( )pBV IΛ 就是

一般意义下的有界变差函数类.  
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Vyas 在文献[6]中讨论了 ( )pBVΛ 这一类函数

的性质, 得出如下定理. 

定理 A[6]  若 ϕ 是 [ , ]I c d→ 上的单调函数 , 
( )[ , ]pf BV c d∈Λ , 则 ( ) ( )pf BV Iϕ° ∈Λ .  

我们知道 

定理  B[1]  设 :g I I→ , 对取值于 I 的一切

BV 函数 f , 函数 g f° 在 BV 中的充要条件是 g在

I 上满足 Lipschitz条件. 

定理 C[3]  设 :g I I→ , 对取值于 I 的一切

,BVΛ BVΦ 函数 ,f  其复合函数 g f° 仍为 ,BVΛ  

BVΦ 函数的充要条件是 g在 I 上满足 Lipschitz条

件. 

下面定理证明了若 ( ) ( )pf BV I∈Λ , 定理 C 的

结果也成立. 

定理 1  假设 { }kλΛ = 是给定的不减数列 , 

1

1/ k
k

λ
∞

=

=∞∑ , 又设 :g I I→ . :f I I→ 是 ( ) ( )pBV IΛ  

函数, 则复合函数 ( ) ( )pg f BV I° ∈Λ , 当且仅当 g

满足 Lipschitz条件. 

为证明定理 1, 需要下面的引理. 

引理 1[7-8]  设 1( , , )ka a a= ⋅ ⋅ ⋅ 和 1( , , )kb b b= ⋅ ⋅ ⋅ 是

任意 2 个非负的 k维向量, * ( , , )
i ki ia a a= ⋅ ⋅ ⋅ 和 *b =  

( , , )
i kj jb b⋅ ⋅ ⋅ 是 a和b的 2个递减重排, 那么 

11

* *
l l

k k

j j i j
lj

ab a b a b a b
==

= =∑ ∑≤ . 

引理 2[7-8]  设 0iα > , 1, , ,i k= ⋅ ⋅ ⋅
1

1
k

i
i
α

=

=∑ . 那

么在引理 1的假设下(1)式成立.   

1 1 1
( )( )

l l

k k k

j j j j l i j
j j l

a b a bα α α
= = =
∑ ∑ ∑≤ .  (1) 

定理 1的证明 

充分性: 设 g是在 I 上满足Lipschitz条件的函

数, 则 | ( ) ( ) | | |g t g u M t u− −≤ ( M 为 Lipschitz 常数). 

又设 [ , ]j j jI Iα β= ⊂ 为不重叠的区间列, :f I I→ , 

且 ( ) ( )pf BV I∈Λ , 下证 ( ) ( )pg f BV I° ∈Λ . 

由 ( ) ( )pf BV I∈Λ , 则存在常数 k , 使得对一切

{ }jI 有: 

1/

1
( | ( ) | / )p p

j j
j

f I kλ
∞

=

< ∞∑ ≤ . 

从而,  
1/

1 1
( | ( ) | / ) ( | [ ( )]p p

j j j
j j

g f I g fλ β
∞ ∞

= =

° = −∑ ∑  

1/[ ( )] | / )p p
j jg f α λ ≤ 

1/

1
( | ( ) ( ) | / )p p p

j j j
j

M f fβ α λ
∞

=

− =∑  

1/

1
( | ( ) | / ) ,p p

j j
j

M f I Mkλ
∞

=

< ∞∑ ≤  

所以 ( ) ( )pg f BV I° ∈Λ . 

必要性: 取 ( ) ,x xϕ =  则ϕ是 I 上 ( ) ( )pBV IΛ 函

数, 而且在 I 上有m f M≤ ≤ . 所以在区间列 kI ⊂  

I 上有:  

1

| | /p
k k k

k

β α λ
∞

=

− < ∞∑ , 

从而,  

1

| | / 2p k
k k k

k

β α λ
∞

=

−∑ ≤ 

1

1 / 2 | | / .p
k k k

k

β α λ
∞

=

− < ∞∑  

令 ( ) ( ( ) )/( ),f x x m M mϕ= − − 可知 ( ) ( ).pf BV I∈Λ  

假设 g不满足 Lipschitz 条件, 则 [ ,j jI α∃ =  

]j Iβ ⊂ 有: 

| ( ) ( ) | 2 ( ) | |j p
j j j jg g M mβ α β α−− − −≥ . 

下证 
( ) ( )pg f BV I° ∉Λ , 

1 1
| ( ) | / | [ ( )] [ ( )] | /p p

j j j j
j j

g f I g f g fλ β α
∞ ∞

= =

° = −∑ ∑

  
1

2 ( ) | ( ) ( )| /j p p
j j j j

j

M m f fλ β α λ
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− − =∑≥  

1
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j

M m M m β α λ
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1
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j j j
j

β α λ
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=

−∑  

根据引理 2, 取 1 / 2 j
ja = , 则

1
1j

j
a

∞

=

=∑ ，所以有: 

1 1
2 | | / 4 / 2j j j p j j

j
j j
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= =
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1 1
| | | /(2 ) 2 ,j j p j j

j
j j

Aβ α λ
∞ ∞

= =

− = = ∞∑ ∑  

其中
1
| | /(2 )j j p j

j
j

A β α λ
∞

=

= −∑ 是常数. 

从而可得 ( ) ( )pg f BV I° ∉Λ .  

2 Λ平均有界变差函数 

1984年, 施咸亮引入了 BMVΛ 的概念. 

定义 3  设 2f L π∈ , 假如存在常数M , 使得

对于一切区间 [ , ]I α β= 成立着 

( ) 1/ | | | ( ) | d ,I II
f I f x f x Mμ = − <∫  

则说明 f 是有界平均振荡函数, 简称 f 为BHO函

数, 记作 ( ) BMOf x ∈ , 其中 | | ,I β α= −  1/ | |If I= ⋅  

( )d .
I

f y y∫  

定义 4[9-10]  设 { }nλΛ= 为不减正数列, 
1
1/ n

n

λ
∞

=

=∑   

+∞ , 设 { [ , ]}n n nI α β= 为 [ , 2 ]a a + π 上不重叠的区

间列, a为任意实数, 若有: 

{ } 1
( ) sup /

n
n

I n
I n

M f kμ λ
∞

∧
=

= < ∞∑ ≤ , 

其中 k是与区间列{ }nI 无关的常数, 则说明 f 是Λ

有界平均变差函数, 简称 f 为 BMVΛ 函数，记作

f BMV∈Λ .  

下面我们将文献[1,3]的结论推广到 BMVΛ 函

数类中, 也有类似的结果成立. 

定理 2  假设 { }nλΛ = 是给定的不减正数列,  

1
1 / k

k

λ
∞

=

= +∞∑ , 又设 g是 I I→ 的可积函数, 为使 

对于一切 I I→ 的 BMVΛ 函数 f , 复合函数

g f BMV° ∈Λ 当且仅当 g满足 Lipschitz条件. 

在定理 2证明前, 先引入几个辅助命题. 

引理 3  设 ( )f x 是 [ , ]I α β= 上线性函数, 有: 

(i) ( ) 1 / 4 | ( ) ( ) |I f f fμ β α= − .  

(ii) 对于任意的 ( , )r α β∈ 有:  

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]max{ ( ), ( )} ( ) ( )r r r rf f f fα β α βμ μ μ μ+≤ . 

事实上, 条件(i)可直接计算得到; 条件(ii)可

由条件(i)推出. 

引理 4  设 f 在 [ , ]I α β= 上可积, 那么对于一

切常数 c成立着 

( ) 2/ | | | ( ) | d .I I
f I f x c xμ −∫≤  

证明 

| ( ) | d | ( ) | dII I
f x f x f x c x− − +∫ ∫≤  

| |d | ( ) |d | || |I II I
f c x f x c x I f c− = − + − =∫ ∫  

| ( ) | d | ( ( ) )d |
I I

f x c x f x c x− + −∫ ∫ ≤ 

| ( ) | d | ( ) | d
I I

f x c x f x c x− + − =∫ ∫
 2 | ( ) |d .

I
f x c x−∫  

从而有: 

( ) 2/ | | | ( ) | d .I I
f I f x c xμ −∫≤  

定理 2的证明 

充分性: 设 g在 I 上满足 Lipschitz条件, 即 

| ( ) ( ) | | |g t g u M t u− −≤ , (2) 

其中, M 为 Lipschitz常数. 

设 [ , ]i i iI α β= 为 I 上不重叠区间列, 设 :f I→  

I, .f BMV∈Λ  那么存在常数 k使 

1
( ) / ,

iI i
i

f kμ λ
∞

=

< ∞∑ ≤   

即 

1
(1/ | | | ( ) | d ) / .

i
i

i I iI
i

I f x f x kλ
∞

=

−∑ ∫ ≤  

由引理 4和(2)式, 取 ( )
iIc g f= 得: 

1
( ) ( ) /

iI i
i

M g f g fμ λ
∞

∧
=

° = °∑ ≤ 

1
(2/ | | | [ ( )] | d ) /

i
i iI

i

I g f x c x λ
∞

=

− =∑ ∫  

1
(2/ | | | ( ) | d ) /
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i I iI
i

I M f x f x λ
∞

=
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1
2 (1/ | | | ( ) | d ) / 2 ,

i
i

i I iI
i

M I f x f x Mkλ
∞

=

−∑ ∫ ≤  

所以 .g f BMV° ∈Λ  

必要性: 设 g不满足 Lipschitz条件, 我们证明
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存在 BMVΛ 中的 :f I I→ , 使 .g f BMV° ∉Λ  不妨

设 1 1λ ≥ , 按假设在区间 I 上有区间列 [ , ]j j jI t u=

使 | ( ) ( ) | 4 | |j
j j j jg t g u t u− −≥ , 且设: 

1 1 1 / 2,u t− ≤  

1 1 1 / 2 | |, 1,2, ,j j j ju t u t j+ +− − = ⋅ ⋅ ⋅≤  

于是就有 1 / 2 .jj ju t− ≤  选自然数子列 jk , 使 1k =  

1且 

1 1
1 2 | | 1 / 2.

j j

n
j

j j s
k s k

u t λ
+ −

− ∑
≤≤

≤ ≤  

定义如下的 :f   

1

2
1

, 1 / , 1;

( ) , 1/ 1 /2( 1) , 1;

,

j j j

j j j

t x s k s k

f x x s s k s kμ
+

+

= −⎧
⎪⎪= = + + −⎨
⎪
⎪⎩

≤ ≤

≤ ≤

若

取其他地方

 

所以 f 在 I 上是分段线性函数, 由引理 3得: 

{ } 1
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=
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+
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另一方面, 
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其中 11 / | ( ) ( ) |I IA g f g fλ= − 为常数.  

因此 g f BMV° ∉Λ . 

3 变差模函数类 

Chanturiya[11]引入变差模的概念, f 的变差模

定义为: 

{ } 1

( ) sup | ( ) |
k

n

f k
I k

V n f I
=

= ∑ , 

其中{ }kI 为 I 上重叠的区间列. 

定义 5[12]  设 { ( )}V v n= 为给定的非减且上凸

的正数列，那么当 ( ) ( ( ))fV n o v n= 时称 f 属于类 

[ ]V v .  记
{ } 1

( ) sup 1 / | | | ( ) |d ,
k

kk

n

f k III k

MV n I f x f x
=

= −∑ ∫  

定义 [ ] { : ( ) ( ( ))},fMV v f MV n o v n= =  其中 ( )v n 为 

给定的不减凸数列, ( ) 0v n > . 

我们有下面的结论成立.  

定理 3  设 { ( )}V v n= 为给定的非减且凸的正

数列 , g 是 I I→ 的可积函数 , 为使对于一切

I I→ 的 [ ]MV v 函数 f , 复合函数 [ ]g f MV v° ∈ , 

当且仅当 g满足 Lipschitz条件. 

引理 5  设 ( )v n 是非负不减且凸的正数列, 那

么存在常数 k使 ( 1) ( ) ,v k v k B+ − ≤  其中 B为常数. 

引理 5 的证明可根据上凸的定义: ( 1)v k + +  

( 1) 2 ( ) 0v k v k− − ≤ 直接得出. 

定理 3的证明 

充分性与定理 2的充分性证明相同, 必要性证

明如下. 

设 g不满足 Lipschitz条件, 那么存在 I 上不重

叠区间列 [ , ]j j jI t u= .  

设 | ( ) ( ) | 4 | |j
j j j jg t g u t u− −≥ . 

不妨设: 

1 1 1 / 2,u t− ≤  

1 1 1 / 2 | |, 1,2, ,j j j ju t u t j+ +− − = ⋅ ⋅ ⋅≤  

于是有 1/2 j
j ju t− ≤ . 选取自然数子列 jk , 使 1 1k = , 

且 11 2 | | ( ( 1) ( )) 1,j
j j j ju t v k v k B+− − − +≤ ≤ B 为引

理 5中的常数. 下面的证明与定理 2相似. 
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Abstract: In this paper, the composition of functions ( )pBVΛ  and BMVΛ are investigated, and the necessary 
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presented. Based upon the definition of [ ]MV v , the necessary and sufficient condition of the composition of 

[ ]MV v is derived. 

Key words: p-Λ -bounded variation; Λ -bounded mean variation; composite function; Lipschitz condition 

CLC number: O174.2 Document code: A 

（责任编辑  史小丽） 

 


