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寻找变系数 KP方程的精确解 
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摘要: 将非线性演化方程的变系数看作与实际物理场具有相等地位的新的变量, 用推广的经典
李群约化法, 建立了常系数KP方程以及变系数CKP方程的解与新的变系数KP方程解之间的关
系. 利用已知的常系数KP和变系数CKP方程的解得到了新的变系数KP方程的一般解和某些特
殊形式的精确解. 
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非线性问题的求解是非线性科学中一项重要

的工作. 光学、凝聚态物理、生物学、等离子体物
理以及化学等众多领域中的一些非线性现象可以

通过非线性方程来描述. 众所周知, 非线性偏微分
方程存在无限多解, 而大部分能够较好描述实际
物理问题的非线性方程又是变系数方程, 而要得
到这类微分方程的精确解是非常困难的工作. 目
前, 求解非线性偏微分方程的方法很多, 主要有: 
反散射法、Bäklund 变换和 Darboux 变换法, 以及
双线性化法等等. 然而大多数方法只限于求解常
系数偏微分方程. 因此, 寻找变系数非线性方程的
求解方法就成了一个很重要的问题. 
近几年, 采用的一些研究非线性方程的方法

令人很感兴趣[1-5]. 文献[4]中作者运用推广的经典
李群约化法, 将势函数作为新的独立变量, 得到了
保持原方程不变的新的推广对称群. 利用此群在
某些不同变系数方程的解之间建立一种关系. 尤
其是在假定原方程是常系数方程时, 某些特殊类
型的变系数方程的解可由相应的常系数方程的解

得到. 这些工作为寻找变系数非线性偏微分方程
的精确解提供了启示. 
相比常系数 KP 方程, 变系数 KP 方程能够更

好地描述实际的表面波情况. 而一般的变系数 KP
方程能够处理宽度、深度及密度等不断变化时表面

波通过峡谷进入大海或海洋的具体情况. 笔者应
用推广的李群约化法来求解变系数 KP方程. 
考虑一般的变系数 KP方程: 
( ( ) ( ) ) ( ) 0,t x xxx x yyu f t uu g t u p t u+ + + =  (1) 

这里, ( ) 0f t ≠ , ( ) 0g t ≠ 和 ( ) 0p t ≠ 都是关于变量 t
的函数. 文献[3]使用奇次平衡法和厄米变换得到
了当 ( ) 0h t = 时的单孤子和多孤子解. 笔者把方程
中的变系数 ( ), ( )f t g t 和 ( )p t 取成与实际物理场 u
具有相等地位的变量后, 利用其推广的对称算子, 
得到了原方程推广的对称群和有限变换. 利用这
个推广的对称群, 在变系数与常系数 KP 方程的解
之间建立了一种关系. 再利用这种关系, 得到了这
些新变系数KP模型的一般解和某些具体模型的精
确解. 

1 KP方程的推广对称群 

把 KP方程写成以下形式: 
,xt xx yy xxxu Fu Hu Gu W= + + +  (2) 

其中 , , ,F H G W 作为跟 u 同等地位的独立变量都
是{ , , , , }xx y t u u 的函数, 则方程(2)推广的对称算子
为: 

( , , , , , )

( , , , , , ) ( , , , , , )
x y t u x F

x H x G

K f x y t u u F

h x y t u u H g x y t u u G

ξ ζ τ η= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ +

∂ + ∂ +

  ( , , , , , ) ,x Ww x y t u u W ∂                 (3) 
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其中 , ,ξ ζ τ 和η 都是{ , , , , }xx y t u u 的函数. 变换群
为: 

1
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1

1

( , , , , ),
( , , , , ),

( , , , , ),
( , , , , ),
( , , , , , ),
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x

x

x

x

x

x

x

x x x y t u u
y y x y t u u
t t x y t u u
u u x y t u u
F F f x y t u u F
H H h x y t u u H
G G g x y t u u G

εξ
εζ
ετ
εη
ε
ε
ε

= +

= +

= +

= +

= +

= +

= +

1 w( , , , , , ),xW W x y t u u Wε= +  (4)  

ε为群参数. 为使方程形式不变, 必须满足: 
[ ] [ ] [ ] [ ]xt xx yy xxxx xxF H G fuη η η η− − − − −  

0,yy xxxxhu gu w− − =  (5) 

由此得到超定方程组: 

t

( ), 0, 0, 0,
2 0, 0,

( 2 ) 0,

( ) 0,
( 3 ) 0,

( ) 0.

xx uu xu

yy yu ut x

x y t

t t x

t x

t x u xt xx yy xxxx

t

h H

f F
g
w W F H G

τ τ ξ η η
ζ η η ξ

ξ ζ τ

ξ τ ξ
τ ξ
τ ξ η η η η η

= = = =

− = − =

+ − + =

+ + − =

+ − =
+ + − − + + + =

(6) 
求解(6)式可得: 

1 2 3

1

1 2

1

( ), ( ) , 2 ,
( ) ,
( ) ,

(4 2 ),
( )xt xx xxxx

t D c x E B c y c
D B u A

f D c F D x E
h H B D c c
w A FA GA W B c

τ τ ξ ζ
η

τ
τ
τ

= = + + = + +
′= + +

′ ′ ′= + − − −
′ ′= − − + −

′ ′= − − − − + −
( ),yyH A uB′′′+  (7) 

其中 ( , , ), ( )A A x t y B B y= = , , Dτ 和E是 t的任意平
滑函数, c1, c2和 c3是任意常数. 由于很难直接获得
系统(8)的有限变换, 这里我们只考虑它的一些特
殊情况. 设 ( , , ) ( )A x t y A t= , 当 ( ) 0, ( ) 0B y E t= = 和

c3=0时, 从 ( ) 0tτ ≠ 和 ( ) 0tτ = 两方面来讨论. 
当 ( ) 0tτ ≠ 时: 

0 1 0 1 2

1 2 1

( ) ( ), exp( ),
exp( ( ( ))),

f t f t y y c
x x c D t

ε ε
ε

= + =

= +
 

1 1 1 2 1 2 1

1 1 1

( )( ( ) ( ) / ( )),
( ) / ( )exp( ),

u f t f t f t u f t
W W t t cτ τ ε
= − +
= −

 

1 1 1 1 0 1 1 0 1( ) / ( )( ( , ) ( , )F f t t R x t R x tτ= − +  

1 1exp( ) ( ) / ( ) ),c t f t Fε τ  (8) 

2 1(2 )
1 1 1 1 1( ) ( ) / ( ( ) ( ))e ,c cH H t f t t f t ετ τ −=  

133 3
1 1 1 1 1( ) ( ) / ( ( ) ( ))e ,cG G t f t t f t ετ τ=  

ε为群参数. 其中 
1

0 1( ) 1 / ( )d ,
t

f t τ σ σ= ∫
1

2 1 1( ) ( ) / ( ) / ( )d ,
t

f t A fσ τ σ σ σ= ∫  
1

1 1( ) ( ) / ( )d ,
t

f t D σ τ σ σ= ∫
1

0 1 1 1 1( , ) ( ) / ( )d .
t

R x t D x fσ σ σ′= −∫  

当 ( ) 0tτ = 时: 

1 1

1 1 2 1 1 1

3 ( ( ))
1 1

1

, exp( ), exp( ( ( ))),

, e ,
exp( )

c D t

t t y y c x x c D t
WW G G

c
ε

ε ε

ε
+

= = = +

= =

1 1 1( ) ( ( ))
1 1 1 1 1e ( ), e ( ),D t c D tu u A t F F x D tε εε ε+ ′= + = −  

1 2 1 1exp( (2 ( ))).H H c c D tε= − −  (9) 

当 1/A t= , 1 / tτ = 以及 11, 1D c= = − 时有限变
换(8)式可以被定义为: 

22
1 1 12 , e , ,ct t y y x xεε= + = =  

22 2
1 1 1e / 2 ,cH H t tε ε= −   

2
1 1 1e / 2 ,W W t tε ε= −  

2
1 1 1

2
1 1 1

exp( ) 2 ,

/ 2 ,

u u t t

F t t F

ε ε

ε

= + − −

= −
 

2
1 1 1/ 2 .G t t Gε= −  (10) 

而当 2sin ,A t D t= = 以及有限变换(9)式可以
被定义为: 

2
1 1 2 1 1 1, exp( ), exp( ( )),t t y y c x x c tε ε= = = +  

2
1 2 1 1 1 1exp( (2 )), exp( ),H H c c t W W cε ε= − − = −  

2
1 1 1

2
1 1 1 1 1

exp( ) sin ,

exp( ( )) 2 ,

u u t t

F F c t t x

ε ε

ε ε

= +

= + −
 

2
1 1 1exp(3 ( )).G G c tε= +  (11) 

2 变系数 KP模型及其解 

用推广的对称算子和有限变换(8)~(11)式, 建
立常系数和变系数方程之间的关系. 当原方程是
我们熟知解的常系数方程时, 可直接构造出一些
新的变系数 KP模型及其解. 

由有限变换(8)式, 可得到下面的变系数方程: 

1 1

1 1
1 0 1 1 0 1

1

( ) ( ( , ) ( , )
( )x t

f tu R x t R x t
tτ

− − +  



 
90 宁波大学学报（理工版） 2012  

 

1 1

1
1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )exp( ))
( ) ( ) ( )x x
t t f tF c u H

f t t f t
τ τε

τ
− ⋅  

1 1

3
1 1

2 1 1 3
1 1

( ) ( )exp( (2 ))
( ) ( )y y
t f tc c u G
t f t

τε
τ

− − ⋅  

1 1 1 11 1
1 1

( )exp(3 ) 0,
( )exp( )x x x x

W tc u
t c

τε
τ ε

− =  (12) 

这里 , ,F H G和W 是
22 2 2 2 2{ , , , }xx y t u u 的函数. 其中, 

2 1 2 2 1 1 1 1( )( ( ) ( ) / ( )),u f t f t f t u f t= − +  
1 1 2

1 1

2 1

( ( ))
2 1 2 1

1
2 0 0 1

( ( ))
2 1 1 1 1

e , e ,

( ( ) ),

( ) / ( )e ,

c D t c

c D t
x x

x x y y

t f f t

u f t f t u

ε ε

ε

ε

− + −

−

+

= =

= −

=

  

则方程(12)的解可写为: 
11

1 0 0 1
1 1

( ( , ( ( ) ),
exp( ( ( )))

xu u x t f f t
c D t

ε
ε

−= = = −
+

 

1
1 2 1 2 1 1

2

) / ( ) ( ) ( )) ( ),
exp( )

yy f t f t f t f t
cε

= + −  (13) 

(13)式中 ( , , )u x y t 是原方程(2)的解. 
由有限变换(9)式, 可得如下变系数方程: 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1
1 1

1 1
1 1 2

( ( ))
exp( ( ( )))

exp( )
exp( ( ( ) 2 ))

x t x x

y y

Fu x D t u
c D t
H u W c

c D t c

ε
ε

ε
ε

′− − −
− +

− − −
+ −

        
1 1 1 11

1 1

0,
exp( 3 ( ( ))) x x x x

G u
c D tε

=
− +

 (14) 

则方程(14)的解可写为: 
1 1 1 1 1( , , ) ( , , )exp( ( ))u x y t u x y t D tε= +  

1 2 2 2( ) , , ,A t x x y y t tε = = =  (15) 

(15)式中 ( , , )u x y t 也是原方程(2)的解. 
从有限变换(10)式和(11)式, 可得到以下 2 个

变系数 KP方程: 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
1 1 2 12 2

1 1

1 1
12 2

1 1

exp(2 )
2 2

exp( ) 0,
2 2

x t x x y y

x x x x

t tu F u H c u
t t

t tW G u
t t

ε
ε ε

ε
ε ε

− − −
− −

− =
− −

 

(16) 

和 

1 1 1 1

1 1

2
1 1 1 1 1 1

2
2 1 1 1 1

( exp( ( )) 2 )

exp( (2 )) exp( )
x t x x

y y

u F c t t x u

H c c t u W c

ε ε

ε ε

− + − −

− − − − −
 

1 1 1 1

2
1 1 1exp(3 ( )) 0,x x x xG c t uε + =  (17) 

则方程(16)和(17)的解可分别写成: 

1 1 1 1 1 1 2( , , ) ( , exp( ),u x y t u x x y y cε= = = −  
2 2
1 1 12 )exp( ) 2 ,t t t tε ε ε= − + − −  (18) 

1 1 1 1 1 1 2( , , ) ( , exp( ),u x y t u t t y y cε= = = −  
2

1 1 1exp( ( )))x x c tε= − + ⋅  
2
1 1exp( ) sin ,t tε ε+  (19) 

以上 2式中 ( , , )u x y t 也仍是原方程(2)的解. 
如把原方程(2)考虑成标准的常系数 KP方程: 
( 6 ) 3 0,t x xxx x yyu uu u uκ+ + + =  (20) 

这里 1κ = ± 和柱 KP方程: 
2

2

1 3( ) 0,
2t x xxx x x yyu uu u u u
t t

σ
+ + + + =  (21) 

这里 2 1σ = ± . 那么方程(2)中的{ , , , }F H G W 就可

以取成 2{ 6 , 3 , 1, 6 }Xu uκ− − − − 和 2 2{ , 3 / , 1,u tσ− − −  
21 / 2 }x xtu u− − . 则方程(16)和(17)就可以变成如下

形式: 

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
1 1 1 12 2

1 1

2
1

1 12
1

6( )
2 exp( ) 2

6exp( )( )
2

t x x x x x

x x

t tu u u u
t t

tt u
t

ε ε ε

ε
ε

+ + +
− −

− − +
−

 

1 1

1
12

1 2

3 0,
2 exp( 2 )

y y
t u

t c
κ

ε ε
=

− −
 (22) 

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
1

2
1 1 1 1 1 1

6( exp(3 (
exp( )

)) ) 2 ( 3sin )

t x

x x x x x x

u u u c
c

t u t x t u

ε
ε

ε

+ + +
−

+ − +
 

1 112
1 1 2

3 0,
exp( ( 2 )) y yu

c t c
κ

ε
=

+ −
 (23) 

或 

1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
1 1 1 12 2

1 1

2
1 1

1 1 122
11

( )
2 exp( ) 2

exp( )( )
2( 2 )2

t x x x x x

x x x

t tu u u u
t t

t tt u u
tt

ε ε ε

ε
εε

+ + +
− −

− − + +
−−

 

1 1

2
1

12 3/2
1 2

3 0,
( 2 ) exp( 2 ) y y

t u
t c

σ
ε ε

=
− −

 (24) 

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2
1 1 1 1 1 1

1

1
1 1 1 1

1 1

1( exp(3 ( )) )
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sin 1(2 )
exp( ) 2

t x x x x x

x x x

u u u c t u
c

tt x u u
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1 1

2

12 2
1 1 1 2

3 0,
exp( ( 2 )) y yu

t c t c
σ

ε
=

+ −
 (25) 

方程(22)~(25)都是一般变系数方程[6]的一些特殊形

式. 即: 
( , ) ( , ) ( , )y xy xxa y t u b y t u c y t u+ + +  

( ( ) ( ) ) ( , )t x xxx x yyu p t uu q t u y t uσ+ + + +  

( , ) ( , ) ( , ) 0.xe y t u f y t u h y t+ + =  (26) 
而方程(26) (其中 ( ) 0, ( ) 0, ( , ) 0p t q t y tσ≠ ≠ ≠ ) 

所描述的情况比经典的常系数方程更加接近实际.
增加的项以及变系数使得我们能够处理: 宽度、深
度及密度等不断变化时表面波通过峡谷进入大海

或海洋的具体情况. 
方程(22)及(23)和(24)及(25)的解可以通过有

限变换(18)和(19)分别从方程(20)和(21)的解导出. 
例如: 

2ln( ) ,xxu ω=  (27) 
其中,  

1 e e e ,ξ η ξ ηω ν += + + +

 
4 23 ,aax y t

a
κλξ λ +

= + −  

4 23 ,bbx y t
b
κδη δ +

= + −  

2 2 2 2

2 2 2 2

3 ( ) 3 ( ) ,
3 ( ) 3 ( )

b a a b a b
b a a b a b

κ λ δν
κ λ δ

− − −
=

− − +
 (28) 

和 
2

2 23 sec [
2 24
x tyu h β λββ= − −  

4 2( 3 ) ],
2 2
y tβ βδ λδ γ
β

− +
+  (29) 

是方程(20)的双孤子解[7]和方程(21)的单孤波解[8].
这里 1κ = ± , 1λ = ± , , , ,a b λ δ 以及 ,β γ 是任意常数. 
则由(18)和(19)式得: 

1 11 1 1 1 1( , , ) 2exp(cos )ln( ) ,x xu x y t t ω=  (30) 

其中, 
4 2

1 1 1 1
3( sin ) ,aa x t y t
a
κλξ λ +

= − + −

4 2

1 1 1 1
3( sin ) ,bb x t y t
b
κδη δ +

= − + −  

ω和ν 不变. 

和 

1 1

2
1 1 1 1 1( , , ) 2exp( )ln( ) ,x xu x y t tε ω=  (31) 

其中, 
4 2

1 1
1

( 3 ) ,
exp(1/ 2 ) exp(3 / 2 )

x a ta y
a

κλξ λ
ε ε

+
= + −  

4 2
1 1

1
( 3 ) ,

exp(1 / 2 ) exp(3 / 2 )
x b tb y

b
κδη δ

ε ε
+

= + −  

ω和ν 不变. 

他们分别是方程(22)和(23)的双孤波解, 如图
1和图 2所示. 
或 

2 2 1 1
1 1

( sin )3 exp(cos )sec [
2

x tu t h ββ −
= −  

2 4 2
1 1 1 1( 3 ) ],

24 2 2
t y y tλβ β βδ λδ γ

β
− +

− +  (32) 

和 
2 2 2 1

1 13 exp( )sec [
2exp(1/ 2 )

xu t h ββ ε
ε

= −  

                 
参数为 1κ = ± , 1a = , 1b = − , 2λ = − , 2δ = − , 0.1ε = , 2 1c = , 1 1/ 2t =  

图 1  新变系数 KP方程(22)的双孤波解 
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2 4 2
1 1 1 1( 3 ) ],

24exp(3 / 2 ) 2 exp(3 / 2 ) 2
t y y tλβ β βδ λδ γ

ε β ε
− +

− +  

(33) 

他们分别是方程(24)和(25)的单孤波解, 如图 3 和

图 4所示. 

3 结论 

笔者用推广的李群约化法研究了一般变系数

               
参数为 1κ = ± , 1a = , 1b = − , 2λ = − , 2δ = − , 1ε = , 1 0.1c = , 2 1 / 2c = , 1 1 / 2,1t =  

图 2  新变系数 KP方程(23)的双孤波解 

              
参数为 2 1σ = ± , 1λ = ± , 2β = , 1γ = , 1δ = , 1 / 2ε = , 2 1c = , 1 3 / 2t =  

图 3  新变系数 KP方程(24)的单孤波解 

              
参数为 2 1σ = ± , 1λ = ± , 2β = , 1γ = , 1δ = , 0.1ε = , 2 1c = , 1 1/ 2t =  

图 4  新变系数 KP方程(25)的单孤波解 
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KP 方程的对称群和有限变换. 以单双孤子解为例,
通过假设 ( , , ), ( ), ( ), ( )A x y t B y D t E t 和 ( )tτ 的具体形

式, 利用有限变换从经典的常系数 KP 和变系数柱
KP 方程的解得到了一些具体的变系数 KP 方程及
其精确解. 在实际应用中, 可根据不同的需要选取
不同的函数形式, 直接构造出这些 KP 模型的解. 
所以, 推广的李群约化法在求解变系数偏微分方
程中有着极为广泛的应用. 
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Abstract: Considering the variable coefficient of a non-linear equation as a new dependent variable, we have 
established relation among constant coefficient KP equations and some different kinds of variable coefficient KP equations 
using the general classical Lie approach. The solutions of these resulting equations can also be obtained via the 
solutions of the original models which are the standard constant coefficient KP and the variable coefficient 
cylindrical Kadomtsev-etviashvili equation. 
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