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三角形受限制插值与12参高精度板元 
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摘 要 本文讨论三角形上在一定限制条件下的多项式插值问题，并将其应用于构造高精度双参数
12参三角形板元. 
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§1 引 言 

  九参三角形板元的误差阶都是O(h),h是最大单元长度.近来［1，2］发现若单元形函数外法向

导数的平均连续性在某种意义下提高一阶，可使相容误差达到O(h2)，另外若单元插值对3次多项式

精确成立，逼近误差也达到O(h2)，从而使整体误差达到O(h2).12参三角形板元可满足上述要求，这
一方面需要自由度取成适当的形式，另一方面需要形函数空间P

K
包含完整的3次多项式空间P

3
(K)，

且自由度能唯一确定P
K
中的元素，这成为一个受限制插值问题.［2］中取P

K
=P

3
(K)∪{

1
,

2
},

1
,

2
是4次多项式，如何选择

1
，

2
使单元插值唯一可解，不是容易的事.［2］用待定系数的方法选

择
1
，

2
，这种方法的优点是约束条件P

3
(K) P

K
自动满足，缺点是方法很难一般化.本文对多项式

空间改用齐次基，给出P
3
(K) P

K
的约束表达式，连同12个自由度确定P

4
(K)中元素，由此自动筛选

出适定的P
K
来.由于对任何次数和维数的多项式空间都可方便地给出齐次基函数，因此本文提出的方

法具有一般性.这一方法在其它形式单元构造中的应用将另文叙述. 

§2 P4(K)中元素属于P3(K)的约束条件
 

  设三角形单元K的面积坐标、顶点、边及边上外法向向量分别为λi,ai(xi,yi),Fi,ni,i=1,2,3，

采用齐次基，P
4
(K)的元素可表成 
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(1)

若同时v∈P
3
(K),则v可表成
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2
2
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2
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1
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因为λ1＋λ2＋λ3=1，所以上式也可表成4次形式
 

.

(2)

比较(1)(2)式同类项系数，得15个等式，从中消去b
ijk

共10个，得
 

(3)

  定理1 P
4
(K)中元素v属于P

3
(K)的充要条件是v的系数ρijk满足(3)式.

 

§3 三角形12参高精度板元 

  考虑板弯曲问题：求u∈H2
0
(Ω)满足 

a(u,υ)=f(υ), υ∈H2
0
(Ω)，

 

(4)

其中a(u,υ)=∫
Ω
A(u,v)dxdy,f(υ)=∫

Ω
fυdxdy,

 

  , 

  Ω是R中凸多边形，f∈L2（Ω)，δ∈(0，0.5)是Poisson比. 

  对Ω进行正则三角形剖分［3］，在每个单元K上定义一个形函数空间P
K
和节点参数，得到有限元

空间V
h
,(4)的有限元近似是：求u

h
∈V

h
满足 

a
h
(u

h
,v

h
)=f(v

h
), v

h
∈V

h
,

 

(5)

其中a
h
(u

h
,v

h
)= .

 

  假定u和u
h
分别是(4)和(5)的解，由Strang引理［3］，有如下误差估计： 



,

(6)

其中离散半模定义为|v
h
|2

2,h
= ,

 

.

  (6)的首项是插值误差，第2项称为相容误差，由形函数跨过单元边界的非协调性所致. 

  定理2［3］ 设πK是由形函数空间P
K
和确定P

K
中元素的方式定义的插值算子，若πK对P

3
(K)中元

素精确成立，则 

|u-πku|2,K≤ch2
K
|u|

4,K
.

 

(7)

  定理3［2］ 对于任意的v
h
∈V

h
，若v

h
满足：1) v

h
在单元顶点连续，在位于边界 Ω上的单元顶

点处为零，2) ∫
F
v
h
dS在单元边界F两侧连续，当F Ω时为零，3) p(s)∈P

1
(F), 在

单元边界F两侧连续当F Ω时为零，则 

.

(8)

  根据定理3，取12个自由度为 

,

.

(9)

  形函数空间P
K
取为P

K
P
4
(K)，通过对P

4
(K)施加3个独立的约束条件而得到.设v∈P

k
，表达式如

(1)式，3个约束条件取为形如： =0,l=1,2,3,系数X(l)
ijk

保证满足P
3
(K) P

K
,这样

 

.

(10)

令b
i
=y
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-y

i-1
,c

i
=x

i-1
-x
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,r

i
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i+1
b
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+c
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c
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)/Δ(mod 3)，Δ是K的面积，t
i
=|F

i
|2=



(b2
i
+c2

i
)/Δ,i=1,2,3易知 



(11)

  将(1)代入(9)，经过计算，连同(10)式3个约束条件，结果可表成：SE=D*(v),其中E=(ρ400,ρ

040
,ρ004,ρ310,ρ130,ρ031,ρ013,ρ103,ρ301,ρ220,ρ022,ρ202,ρ211,ρ121,ρ112)

T,D*(v)T=(D(v)T,0,0,0). 

(12)

detS=detS
22
=-63(t

1
t
2
t
3
)2detS*.

 



其中 (i)
1
=(X(i)
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2
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(i)
7
=X(i)

211
, (i)

8
=X(i)

121
, (i)

9
=X(i)

112
,i=1,2,3. 

  通过化简依次按1，…，6行展开得 

.

(13)

其中 
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  定理4 自由度(9)式能唯一确定P
K
中元素的充要条件是(10)式中约束条件系数使(13)式的3阶行

列式不为零. 
  取(3)中等式作为约束条件，对应(3)的第一式有：X

310
=-1,X

130
=-1,X

220
=1，X

400
=X

040
=1；其

余的X
ijk

=0.代入S*
ij
表达式得S*

i1
=5/3, S*

i2
=5/6, S*

i3
=5/6.对(3)的其余等式同样可算得S*

ij
的

值，将其排成一个矩阵，为 

.

(14)

  (14)的任意3行组成一个方阵，共10种，可验证，除第1，3，5行和第2，3，4行构成奇异矩阵
外，其余8种情况均构成非奇矩阵，即它们使(13)的行列式不为零. 
  定理5 取(3)中等式或其线性组合作为(10)式中的约束条件，则有P

3
(K) P

K
. 

  证 v∈P
3
(K)，由定理1，v作为P

4
(K)中元素满足(3)式，因而满足(10)中约束条件，由P

K
定

义得v∈P
K
. 

  例 1) 取(3)的第1，2，3式作为(10)的约束条件，由以上分析及定理4，定理5得P
3
(K) P

K
且

自由度(9)能唯一确定P
K
中元素.显然λ21λ2λ3，λ1λ

2
2λ3满足此3个约束条件，所以 

P
K
=P

3
(K)∪{λ21λ2λ3，λ1λ

2
2λ3}.

 

  2) 取(3)的第1，4，5式或第2，4，5式或第3，4，5式作为(10)的约束条件，同理P
3
(K) P

K
且

自由度(9)能唯一确定P
K
中元素，这时 
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  ［2］用其它方法也得到上述1)，2)中的P
K
形式.

 

  3) 取(3)的第1，2，4式作为(10)的约束条件，得P
K
=P

3
(K)∪{λ23λ

2
1
，λ33λ1}.还可举出别的情

况，同时也可用(3)的线性组合作为约束条件，等等. 

  自由度(9)形式复杂，不便应用，我们用双参数法［4］将其化简，取节点参数为 

Q(v)=(v
1
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(15)

其中v
i
=v(a

i
), , i≠i≠k,a

ij
=(a

i
+a

j
)/2为边a

i
a
j
中点.

 

  将自由度(9)离散成节点参数(15)的线性组合：v
i
取精确值，∫

Fi
vds用F

i
上的3次Hermite插值

导出的数值积分公式， 和 用Simpson求积公式，积分误差为O(h3|v|
4,K

)，离散

结果可表成： 

D(v)=GQ(v)+O(h3|v|
4,K

).

 

(16)

其中G为12×12矩阵，表达式可参见［2］． 

  由于E=S-1D*(v)，记R为S-1的前12列组成的15×12矩阵，则E=S-1D*(v)=RD(v),代入(16)式并略
去余项得 

E=RGQ(v).

(17)

这即是由节点参数(15)确定P
K
中元素的插值方式，形式简单的节点参数Q(v)作为最后的自由度，自

由度D(v)不显式出现. 
  定理6 由上述方式构造的12参双参数板元具有误差阶： 

|u-u
h
|
2,h

=O(h2|u|
4
).

 

(18)

  证 记由(17)式确定的有限元插值算子为πK，由单元构造方式知P
3
(K) P

K
，再由(16)式知πK对

P
3
(K)中元素精确成立，这样由定理2得 

.

(19)

  由D(v)对Q(v)的离散方式知，v
i
取精确值，D(v)其余分量离散时只用到该边上的节点参数和几

何量，所以它们仍在单元间连续，由于1和λi+1是P
1
(F

i
)的两个基函数，因而满足定理3的3个条件，

这样(8)式成立，(19)和(8)代入(6)式即得(18)式. 
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