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油藏数值模拟中动边值问题的迎风差分格式 

崔明荣 

  摘 要 考虑了三维油藏数值模拟中的动边值问题，对压力方程，给出中心差分格式；对饱和度
方程给出隐式迎风差分格式及修正的迎风差分格式，并证明了格式的收敛性.数值算例与理论分析结果
是一致的. 
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  Abstract：In this paper，the moving boundary problems in the simulation of a petroleum bas in are considered. 
Central difference scheme for the pressure equation，implicit upwind difference scheme and modified implicit upwind 
scheme for the concentration equation are given with convergence analysis.The theoretical results are illustrated by 
numerical examples.
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§1 引言 

  在评价一个盆地的油气资源时，需要利用计算机来数值模拟地下石油的生成、运移和聚集历史，
从而为估计地下油气储量，确定开采方案提供依据. 
  问题的数学模型是一组非线性偏微分方程的动边值问题，其中的饱和度方程是一对流扩散方程.由

于对流为主的扩散方程具有双曲特性，中心差分格式［1］虽关于空间步长具有二阶精度，但会产生数
值弥散和非物理力学特性的数值振荡，使数值模拟失真.特征方法与标准的有限差分方法结合起来可以
较好地反映出对流扩散方程的一阶双曲特性，从而减少误差，提高计算精度.1994年，袁益让教授对油

藏数值模拟中的活动边界问题，给出特征差分格式并证明了格式的最优l2模收敛性［2］.由于特征线在
求解区域边界附近可能穿出边界，需要作特殊的处理.为避免此困难，可以采用迎风格式，该格式可以

克服数值振荡.普通的迎风格式只有一阶精度，修正的迎风格式［3，4］可以把空间的计算精度提高至
二阶，数值结果较好.对多孔介质中的混溶驱动问题，梁栋教授给出一类广义迎风格式和理论分析
［5］.本文考虑了三维油藏数值模拟中的动边值问题，克服了边界移动带来的困难，对压力方程给出中
心差分格式，对饱和度方程分别给出隐式迎风差分格式及修正的迎风差分格式，并证明了格式的最优

l2模收敛性.最后给出的数值算例与理论分析结果是一致的. 

§2 盆地发育中的动边值问题 

  考虑在重力，毛管力和浮力作用下盆地发育中的动边值问题［6］： 

��



  这里p是地层压力，u是流体的达西速度.k(x，s)=k(x)λ(s)，k(x)是地层的渗透

率， 为两相流体的总体迁移率，Q(s，x，t)是产量项，r
0
是油水重力流动系数，φ是

地层的孔隙度，s(x，t)是饱和度函数，d(s)是扩散系数.(2.1a)和(2.1b)是压力方程，(2.1c)是饱和

度方程.求解区域Ω(t)={x|ξm(t)<xm<ζm(t)，m=1，2，3}(0≤t≤T)是R3
x
中的有界区域.ξm(t)和ζm(t)

(m=1，2，3)是给定的已知函数，连续依赖于t. 
  对问题(2.1)，我们作如下假定(H)： 

  (1)对x∈Ω(t)，t∈J，w∈R1，成立 

    

  (2)0＜l
*
≤ζm(t)-ξm(t)≤l*， 

          
这里K

1
和K

2
为正常数. 

§3 中心差分格式-迎风差分格式 

  给出时间剖分：0=t0＜t1＜…＜tN=T，tn=nΔt，Δt=T/N.记ξnm=ξm(t
n)，ζnm=ζm(t

n)，Ωn=Ω(tn).在

Ωn上给出对空间的等距剖分：ξn
m
=xn

m，0
＜xn

m，1
＜…＜xn

m，Nm+1
=ζn

m
，m=1，2，3.记 为x

m
方

向的剖分步长，m=1，2，3， ， ，

， .令xn
ijk

=(xn
1，i

，xn
2，j

，xn
3，k

)，S，P，U分别是(2.1)中

s，p，u的近似.记号vn
ijk

=v(xn
ijk

，tn)，

， .类似可以给出

， ，m=2，3， 和 ，m=1，2，3的定义.再令δxm
和δ

m
分别表示沿着x

m
(m=1，

2，3)方向的向前和向后差商，引入记号 . 

  对压力方程给出中心差分格式 

  (3.1) 

这里Gn
ijk

(Sn)=Q(Sn
ijk

，xn
ijk

，tn)-δ
3
(k(x，S)r

0
)n

ijk
，δ

3
表示x

3
方向的中心差商.边界条件为：

 

Pn
ijk

=gn
1，ijk

， 当xn
ijk

落在 Ωn上时.  (3.2)

 

近似速度U=(U
1
，U

2
，U

3
)由下式给出：

 

(2.1a)

(2.1b)

(2.1c)

(2.1d)
(2.1e)
(2.1f)



  (3.3) 

  下面研究饱和度方程.注意到边界是随时间移动的，为此，令 

类似地可定义 和 (m=2，3). 

  用v+和v-分别表示函数v(x，t)的正部和负部，即

， .在内点(xn
1，i

，xn
2，j

，xn
3，k

)，1≤i≤

N
1
，1≤j≤N

2
，1≤k≤N

3
，我们给出饱和度方程的迎风差分格式： 

  (3.4) 

其中δt是关于时间的向前差商.初始条件和边界条件为：
 

S0
ijk

=s
0，ijk

，  x0
ijk

∈Ω0，  (3.5)

 

Sn
ijk

=gn
2，ijk

，  xn
ijk

∈ Ωn.  (3.6) 

§4 格式的误差估计 

  令π=p-P，e=s-S，对压力方程成立 

  (4.1) 

这里|δnijk|≤C{‖pn‖
4，∞

，‖sn‖
3，∞

}h2.

 

  上式减去(3.1)可得 

  (4.2) 

  引入对应于L2(Ωn)和H1(Ωn)的离散空间l2(Ωn)和h1(Ωn)的内积和范数：

 



  (4.2)式两边同乘以πnijkh
n
1
hn

2
hn

3
并对i，j，k求和，注意到在边界上有πnijk=0，因此

 

  (4.3) 

  利用分部求和、ε-不等式和离散形式的Fredrichs不等式可以得到［7，8］

 

  (4.4) 

  下面考虑饱和度方程.注意到 ，因而 

从而 

  (4.5) 

这里ηn+1ijk=O(Δt+h).

 

  由(4.5)和(3.4)相减，两端再同乘以en+1
ijk

hn+1
1
hn+1

2
hn+1

3
并对i，j，k求和，得 

      (4.6) 

由假定(H)，利用xn+1
1，i

-xn
1，i

=O(Δt)，得

 

|(αn+11，ijk
(Sn，Un))±-(αn+11，ijk

(sn+1，un+1))±|≤

 

C(Δt+|eni-1，j，k
|+|en

ijk
|+|en

i+1，j，k
|+|δ

1
πnijk|+|δx1

πnijk|).
 

类似可估计|(αn+1m，ijk
(Sn，Un))±-（αn+1m，ijk

(sn+1，un+1))±|(m=2，3).

 

15g31+.g i f  ( 1417 bytes)



  利用ε-不等式，逐次估计(4.6)各项有 

  (4.7) 

  由(4.4)和(4.7)并利用离散的Gronwall引理，成立 

  (4.8) 

这样我们有下述定理. 
  定理1 设s，p，u是(2.1)的解，P，U是中心差分格式(3.1)～(3.3)的解，对饱和度方程采用隐
式迎风差分格式(3.4)～(3.6)，其解记为S，则在假定(H)下，成立误差估计式 

‖p-P‖
l∞(0，T；h1(Ω(t)))

+‖s-S‖
l∞(0，T；l2(Ω)))

+‖s-S‖l2(0，T；h1(Ω(t)))≤C[Δt+h].

 

§5 中心差分格式-修正的迎风差分格式及其估计 

  对问题(2.1)，我们假定(H′): 
  1°对x∈Ω(t)，t∈J，w∈[-ε，1+ε]，成立 

    
其中ε是一很小的正数. 
  2°假定(H)中的(2)成立. 
再引入记号： 

  我们给出饱和度方程的修正的隐式迎风差分格式： 



  (5.1) 

初始条件和边界条件仍为(3.5)，(3.6). 

  对压力方程(4.4)仍然成立.对饱和度方程，注意到［3，4］ 

这里γn+1ijk=O(Δt+h
2).上式和(5.1)相减，两边同乘以en+1

ijk
hn+1

1
hn+1

2
hn+1

3
并对i，j，k求和，得
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  (5.2) 

  作归纳法假定：对0≤l≤n，成立： 

‖Sl‖
∞
≤1+ε，  (5.3)

 

注意到  

因而δxm
(ωn+1

m，ijk
(Sn，Un))(m=1，2，3)有界.由假定(H′)和(5.3)，逐项估计(5.2)式可以得到 

因此成立 

  (5.4) 

  下面我们验证归纳法假定(5.3).当l=0时，由(3.5)，e0
ijk

=0，归纳法假定(5.3)成立.如果归纳法

假定(5.3)对l=n成立，则当l=n+1时，利用(5.4)，再假定剖分参数满足 

Δt=o(h3/2)，  (5.5)

 

则当h充分小时有 

‖Sn+1‖
∞
≤‖sn+1‖

∞
+‖en+1‖

∞
≤1+Ch-3/2‖en+1‖

l2
≤1+ε，

 

从而归纳法假定(5.3)对0≤l≤N成立.这样我们得到： 
  定理2 设s，p，u是(2.1)的解，P，U是中心差分格式(3.1)～(3.3)的解，对饱和度方程采用修
正的隐式迎风差分格式(5.1)，(3.5)，(3.6)，在假定(H′)和条件(5.5)下，成立误差估计式‖p-P‖

l

∞(0，T；h1(Ω(t)))
+‖s-S‖

l∞(0，T；l2(Ω(t)))
+‖s-S‖

l2(0，T；h1(Ω(t)))
≤C[Δt+h2]. 

§6 数值算例 

  考虑如下问题： 



这里Ω(t)={x|-1-amt＜x
m
＜1+a

m
t，m=1，2，3}.

 

  记t1=(1+a
1
t)2-x2

1
，t2=(1+a

2
t)2-x2

2
，t3=(1+a

3
t)2-x2

3
，我们取p(x，t)=t1.t2.t3，s(x，t)

=t1.t2.t3/(1+a
1
t)2/(1+a

2
t)2/(1+a

3
t)2，则p(x，t)满足(6.1d)，s(x，t)满足(6.1e)，(6.1f)并以此

形成Q(x，t)和f(x，t). 
  取a

1
=a

2
=a

3
=0.1，φ=0.2，当t=1.0时计算结束.对问题(6.1)分别用中心差分格式-迎风差分格式

(简称SchemeI)和中心差分格式-修正的迎风差分格式(简称SchemeⅡ)进行了试算，S，P为数值结果.列
出t=1.0时的结果如表1(在表1中，N

1
=N

2
=N

3
=N): 

(6.1a)

(6.1b)

(6.1c)

(6.1d)
(6.1e)
(6.1f)

N Δt
SchemeⅠ SchemeⅡ

‖p-P‖
h1(Ω(t))

‖s-S‖
l2(Ω(t))

‖p-P‖
h1(Ω(t))

‖s-S‖
l2(Ω(t))

3 0.05 2.875403 2.928378E-1 2.875403 1.160912E-1

6 0.05 4.410334E-10 2.3323304E-1 4.410334E-10 3.930192E-2

3 0.1 2.961033 3.030613E-1 2.961033 1.222611E-1

6 0.1 3.882426E-10 2.423174E-1 3.882426E-10 4.236473E-2

3 0.2 3.138782 3.245275E-1 3.138782 1.357665E-1

6 0.2 4.268047E-10 2.636001E-1 4.268047E-10 4.917513E-2

  从结果来看，与定理1和定理2的结论是一致的.由于本文中的算法对饱和度方程的处理是采用了隐
式格式，比在油藏数值模拟中通常用的隐压显饱格式(IMPES格式)稳定性要好得多，更能放大时间步
长，节省计算时间.本文的方法可以应用到油藏数值模拟中去，并且计算效率较高. 
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