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复杂双摆的KAM定理 

胡志兴 管克英 

  摘 要 本文建立了复杂双摆的Hamiltonian运动方程，并将重力作为扰动，利用KAM理论研究了
复杂双摆的运动规律.研究结果表明：复杂双摆运动规律与传统双摆运动规律类似，当重力能量与总能
量相比很小时，KAM不变闭曲线存在表明无重力系统的“总动量”守恒的特点. 
  关键词 复杂双摆，无重力系统，等能量面，KAM定理. 
  分类号 (中图)O175.21，O317；(1991MR)34C35，34C40，34D10. 

KAM THEORY OF THE COMPLEX DOUBLE PENDULUM

Hu Zhixing Guan Keying
College of Science, Beijing University of Aeronautics and Astronautics, Beijing 100083

  Abstract This paper deals with the Hamiltonian equations of the complex double 
pendulum. The KAM theory can be used to study the motions of the complex double pendulum 
if the gravitation is treated as a perturbation. The studied result shows that the 
motions of the complex double pendulum are similar to the motions of the traditional 
double pendulum, and the existence of KAM invariant closed curves expresses that some 
characters of the “total generalied momentum” conservation of the gravity－free system 
can be kept when the gravitation energy is small in comparison with the total energy.   
  Keywords Complex Double Pendulum, Gravity－free System, Energy Level Set, KAM 
Theory.
  Subject Classification (CL)O175.21,O317;(1991MR)34C35,34C40,34D10. 

1 引 言 
  人们研究双摆的传统方法都是不考虑连接摆锤的绳或杆的质量，但在实际双摆运动过程中，绳或
杆的质量总是存在的.在某些双摆中，摆锤并不是很规则，但人们研究这种双摆的运动时，总是把摆锤

的质量集中在摆锤的质心.从五十年代以来，Moser［1］，Arnold［2］和Kolmogorov［3］等数学力学家
先后研究了Hamiltonian系统的KAM理论.当系统的自由度不少于2时，真正能利用KAM理论来研究力学模
型的例子并不多.文［4］利用KAM理论分别研究了不考虑连接小球的绳或杆的质量和考虑绳或杆的质量
的双摆运动.本文将利用KAM理论研究由不规则摆锤构成复杂双摆的运动.研究表明：本文的模型是一个
很好的利用KAM理论来研究近可积Hamiltonian系统的实例.文［4］中的模型将是本文的特殊情形. 

2 模型的运动方程 

  本文考虑的复杂双摆系统P
g
,如图1所示.下标g表示系统处于重力场，细杆 , 和 都是匀

质细钢杆，细杆 和 之间夹角固定不变，整个系统P
g
可绕固定点O作平面运动， 可绕点A

作平面运动，细杆 的质量和长度分别为m
1
,l

1
，细杆AB的质量和长度分别为m

2
,l

2
,细杆 的质量

和长度分别为m
3
,l

3
,质点A,B,C的质量分别为m

A
,m

B
,m

C
,θ2-θ3=α(常数)，由于系统P

g
作平面运动，它有

两个自由度θ1,θ2.以下假设m
A
,m

B
,l

1
,l

2
大于零，m

C
,m

1
,m

2
,m

3
,l

3
大于等于零. 



图1 复杂双摆模型 

  质点A，B，C的动能分别为 

杆的动能 杆的动能 

杆的动能为  

  由于θ2-θ3=α(常数)，则系统P
g
的总动能为 

(1)

其中 

(2)

  系统P
g
的势能为V=gH

1
(θ,φ),其中

 

    (3) 



  系统P
g
的Lagrangian函数为L

g
=T-V.设

 

  系统P
g
的Hamiltonian函数为

 

    (4) 

其中Δ(θ)=a11a22-(a12cosθ+a21cos(θ+α))
2.

 

由(1)可知：动能T≥0,T=0当且仅当 = =0,T关于 与 + 是正定二次型，故Δ(θ)>0. 
  系统P

g
的Hamiltonian方程为 

    (5) 

3 无重力系统的运动 
  首先考虑无重力系统P

0
的运动，即g=0,此时系统P

0
的Hamiltonian函数为 

    (6) 

相应的Hamiltonian方程为 

(7)

  方程(7)有两个首次积分，即(6)和 

    (8) 

  对给定H
0
=h∈R+，由(6)可局部得到

 

    (9) 



将(9)代入(7)，消去dt，得二维自治系统 

(10)

  系统(10)是Hamiltonian系统，实事上 

  设 

  系统(10)共有四个平衡点，它们分别为(记D=a
12
cosθ*+a21cos(θ

*+α))

 

  对平衡点Ωi
(i=1,2,3,4),当D≠0时，其中两个是中心，另外两个是鞍点.不失一般性，本文以下

设D>0，系统(10)在平衡点Ωi
(i=1,2,3,4)处的线性近似方程的特征方程为 

其中 

  对奇点Ω1
,Ω2

有b
21
.b

12
<0,特征方程λ2-b12b21=0有一对非零纯虚根，故Ω1

,Ω2
为系统(10)的线性

近似方程的中心，进一步可以证明：Ω1
,Ω2

是系统(10)的中心，事实上，对(10)作平移变换： 



    (11) 

  因X(-x,y)=X(x,y),Y(-x,y)=-Y(x,y)，(0，0)是系统(11)的线性近似方程的中心，由对称原理可
得：平衡点(0，0)是(11)的中心，故Ω1

,Ω2
是(10)的中心. 

  对奇点Ω3
,Ω4

,因b
12
*b

21
>0,故Ω3

,Ω4
是(10)的鞍点. 

  系统(10)的四个平衡点对应A的四个特殊值： 

可以证明：a
11
+a

12
±2D>0.

 

  当参数m
A
,m

B
,m

C
,m

1
,m

2
,m

3
,l

1
,l

2
,l

3
,α给定时，(6)，(8)定义了两个二维流形，把(6)定义的二维

流形记作M
0
，称为等能量面，M

0
同胚于二维环面T2.当H

0
,A给定时，一个具体的运动对应于(6)，(8)的

交线，称KAM-曲线.它通常是一条或两条闭曲线.我们可以把上述流形嵌入到R3： 

例如对m
A
=m

B
=m

C
=10,m

1
=m

2
=m

3
=6,l

1
=l

2
=l

3
=1,α=π/3,其等能量面M

0
和一些KAM-曲线如图2所示.

 

  (8)代入(6)得到关于p
θ
的一元二次方程 

(a
11
+a

22
+2(a

12
cosθ+a21cos(θ+α)))p

2
θ
-2(a

11
+a

12
cosθ+a21cos(θ+α))Apθ+

 

a
11
A2-2H

0Δ(θ)=0.    (12) 

(12)的判别式为δ(θ)=4Δ(θ)[2H0(a11+a22+2(a12cosθ+a21cos(θ+α)))-A
2].

 



a)M
0
上半部的一些KAM-曲线 

b)M
0
下半部的一些KAM-曲线 

图2 

  若去掉二维流形M
0
上的四个点Ωi

(i=1,2,3,4)，得非紧的等能量面M′
0
,我们得到以下结论(D>0): 

  1)当A∈(A
4
,A

3
)时，δ(θ)≥4Δ(θ)(A23-A

2)>0(θ∈[0,2π]),(12)有两组不同的解 

    (13) 

它们定义在区间[0,2π］上(只需在一个周期内考虑即可).由此可知：在M
0
上，(13)表示定义在区间

[0,2π］上的两条互不相交的闭曲线.因此在M
0
上，KAM-曲线是一对闭曲线，通过M′

0
上的拓扑，它们

同伦于M′
0
的赤道，一条几乎全部位于M′

0
的外半部，另一条几乎全部位于M′

0
的内半部.其力学意义

为：整个系统绕点O转动，同时 绕点A转动. 

  2)当A=A
3
(或A=A

4
)时，δ(θ)≥0(θ∈[0,2π]),δ(θ)=0当且仅当θ=π+θ＊.由此可知：在M

0
上，(13)表

示定义在区间[0,2π]上的两条相交闭曲线.因此在M
0
上，KAM-曲线是一对闭曲线，它们相交于点Ω3

(或

Ω
4
).其力学意义为：整个系统绕点O转动，同时 沿某一方向向 靠拢，当t趋于正无穷时，

与 保持一个固定角π+θ＊(或π-θ＊).
 

  3)当A∈(A
3
,A

1
)(或A∈(A

2
,A

4
))时，δ(θ)≥0当且仅当θ∈[θ*-θ**,θ*+θ**]，其中 



且δ(θ*+θ**)=δ(θ*-θ**)=0.由此可知：在M
0
上，(13)表示定义在区间[θ*-θ**,θ*+θ**]上的两段曲线，

它们的两端点重合.因此在M
0
上，KAM-曲线是一条闭曲线，通过M′

0
的拓扑，它同伦于点Ω1

(或Ω2
).其

力学意义为：整个系统绕点O转动，同时 在点A附近振荡. 

  4)当A=A
1
(或A=A

2
)时，δ(θ)≥0当且仅当θ=θ*，此时δ(θ*)=0.由此可知：在M

0
上，(13)表示定义在

θ=θ的一个点.因此在M
0
上，KAM-曲线收缩到点Ω

1
(或Ω

2
).其力学意义为：整个系统绕点O转动，同时

与 保持一个固定角θ*(或-θ*).
 

  5)当A2＞A2
1
时，对任意θ∈[0,2π]，有δ(θ)<0,方程(12)无实解，因此流形(6)，(8)不相交. 

  从全局来看，等能量面M
0
上的KAM-曲线正好代表(10)的积分曲线，积分曲线被Ω3

和Ω4
的分界线分

成四部分.其中两部分中的闭曲线分别同伦于中心Ω1
和Ω2

，在每种运动过程中，不等式-π<θ<π总成立.

另外两部分中的闭曲线分别同伦于M′
0
的外赤道和内赤道，在每种运动过程中，角θ沿相同方向从0到2

π重复变化.所有闭曲线关于φ都是周期解，当闭曲线趋于Ω
3
或Ω

4
的分界线时，解的周期将趋于+∞. 

4 系统Pg的KAM定理
 

  系统P
g
的Hamiltonian函数可写成 

    (14) 

由(3)式可知：H
1
(θ,φ)关于θ，φ是以2π为周期的函数.

 

  对任意H
g
=h

g
∈R+,(14)式可写成 

    (15) 

其中ε=g/hg.
 

  考虑Hamiltonian函数H
ε

=H
0

+εH1(θ,φ),其中H
0

可由H
0
(θ,p

θ
,φ,p

φ
)分别以 代替p

θ
,p

φ
得到，而

 

方程(15)等价于H
ε

=1.若

 

H
ε

=h,    (16)

 

对固定的h>0和θ，(16)定义了一个等能量面M
ε
(θ)，对充分小的ε，它同胚于二维环面T2.当

时，由(16)可局部解得 

    (17) 

把(17)以及H
ε

代入Hamiltonian方程，并由(16)可得Hamiltonian系统

 



    (18) 

将系统(18)的Hamiltonian函数 写成 

其中 关于φ是以2π为周期的函数.当ε=0时，未扰系统是自治的，它与(10)相同(若

).

  由上节结论以及KAM定理[5~8]有： 

  定理 对扰动系统(18)，当ε充分小时，从φ=0到φ=2π的Poincaré映射有一族具有正Lebesgue
测度μ的不变闭曲线，这些不变闭曲线周围充满稠密的无理轨道. 

  当ε充分小时，对应未扰系统(10)的四个平衡点Ωi
(i=1,2,3,4),扰动系统(18)的 映射也

有四个固定点Ωi,ε
(i=1,2,3,4)，它们对应于(18)的四个周期解(关于φ). 映射的不变闭曲线

可以表示在同胚于二维环面T2的等能量面M
ε
上.设M

ε,0
表示非紧的等能量面，则M

ε
在φi,ε(i=1,2,3,4)处

有象洞一样的四个点.通过M
ε,0

的拓扑，这些闭曲线分成四部分：其中两部分分别是由同伦于Ω1,ε
和Ω

2,ε
的闭曲线组成；而另外两部分分别是由同伦于M

ε,0
的外赤道和内赤道的闭曲线组成.在这四部分闭曲

线之间，可能有更复杂的轨道，将另文研究. 
  以上不变闭曲线的存在性表明：虽然在扰动系统中没有象未扰系统中“总动量”那样的守恒量，
但当重力加速度充分小或总能量充分大时，未扰系统的“总动量”守恒的性质将能够保持，也就是
说：扰动系统P

g
的大部分运动状态与未扰系统P

0
的运动状态相似，它们仅仅发生了微小的变化，没有

本质的变化；当然扰动系统P
g
的少部分运动状态与未扰系统P

0
的运动状态可能发生质的变化. 
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