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与神经网络有关的逼近问题 

蒋传海 李南 徐永强 

  摘要 本文来自神经网络表示能力问题的研究，主要讨论单个函数满足什么条件其所有伸缩和平
移的线性组合在某类函数空间中稠密.本文结果对于神经网络理论研究具有重要意义. 
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  Abstract This paper results from the research work of representation capability of neural networks,which 
discusses what kinds of conditions are imposed on single function such that it's linear combinations with it's translations 
and dilations are dense in some function space . The results of this paper are of great importance in the study of neural 
networks theory.
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1 引 言 
  与研究神经网络的表示能力密切相关，Pinkus［1］讨论了以下问题：设g∈C(Rn), 置μ

g
= ,这里A是非奇异对角矩阵，b∈Rn；μg称为由g生成的C(Rn)中最小平移伸缩不

变(TDI)空间.在紧集上一致收敛的拓扑意义下，［1］得到了μg=C(R
n)时g所要满足的充要条件.用广

义函数Fourier分析的方法，［2］得到了与［1］中相类似的结果，特别证明了只要g(x)∈L2(Rn)

\{0}，就有μg =L
2(Rn).本文继续［1,2］的讨论，研究：1) n元函数g(x)需满足何种条件所有有限线

性组合 中稠密;2) 分别对于C(K)及Lp(K)中紧集内的函数给出更强逼近结

果. 

  以下介绍本文所用的一些符号和广义函数理论中一些熟知的结果.K：n 维欧氏空间Rn中任一紧

集.C(K)：K上所有连续函数组成的空间，范数 上满足

的所有函数空间. :Rn上支集紧的所有无穷可微函数组成的空

间， 表示 的对偶空间.S(Rn):Rn上的Schwartz速降函数空间，S′(Rn)为S(Rn)的对

偶. 

  若φ∈L1(Rn),μ∈D′(Rn),它们的Fourier变换定义如下： 



(1.1)

  下面是本文要用到的两个广义函数理论中熟知的结果. 

  (1)［3］ 设u,v,w∈ 且至少有两个支集紧，则卷积 

u*v=v*u, u*(v*w)=(u*v)*w.(1.2)

  (2) 若u∈S′(Rn), φ∈S(Rn),则

 

(1.3)

  另外还记R*={x∈Rn:存在 x
i
=0},这里x

i
表示x的第i个分量,R#=Rn\R*,A表示 阶非奇异实对角

阵全体. 

2 稠密性定理 
  定理2.1 设 ，若存在t0∈R#使得t0∈supp (在广义函

数意义下)，则所有有限线性组合 中稠密.这里c
i
∈R1,A

i
∈A,b

i
∈

R
n
,i=1,…,N. 

  我们需要下述容易证明的引理. 

  引理2.2［4］ μ∈S′(Rn),φ∈S(Rn),若在开集U中φ≠0而φ.μ=0,则在U中μ等于零. 

  定理2.1的证明 假设有限线性组合 中不稠，根据Hahn－Banach延拓定理和

Riesz表示定理，存在非零h(x)∈L
q
(K) 使得对所有A∈ ,t∈R

n
,
 

(2.1)

  若记gA(x)=g(Ax)并在K外h(x)=0.则(2.1)可改写为

 

(2.2)

  对任意k(x)∈ ,记f(x)=p*h(x),易知f(x)∈ ,由(1.2)得到 

(2.3)

结合(1.3)我们有 

(2.4)



  下面证明对任意t∈R#，存在A∈ ，使得t∈supp A.设N是t的任一开邻域，令

,这里t0
i
，t

i
分别是t0,t的第i个分量，则N

0
:=AN是t0的开邻域.由定理的条

件，则存在φ∈ 且suppφ N
0
,使得 

(2.5)

令Φ(x)=φ(Ax),则Φ(x)∈ 且suppΦ N.那么 

(2.6)

因此对任意t∈R# ,存在A∈ 使得t∈supp A.由(2.3)和引理(2.2)知道 (t)=0. Fourier变换的唯

一性和k(x)∈D(R
n
)的任意性保证h(x) =0.此与h(x)≠0矛盾.定理2.1证毕.

 

  推论2.3 若g(x)∈Lp(Rn)\{0}, 1≤p<∞,则所有有限线性组合 在Lp(K)稠密. 

  证 Rn的零测度R*是p-薄集(参考［5］)，若g(x)∈Lp(Rn)且g(x)≠0 ，则必有一点t0∈R# 使得

t0∈supp (在广义函数意义下)，定理2.2保证了推论2.3的结果. 

3 强逼近结果 
  定理3.1［1］ g(x)∈C(Rn), 则所有有限线性组合 在C(K)中稠密的充要条件

是g(x)非下述形式的函数: 

(3.1)

这里g
ij
∈C(Rn-1),c

i
∈R1,A

i
∈ ,b

i
∈Rn,i=1,…,N.

 

  C(K)中紧集V内的函数,有下述强逼近结果. 

  定理3.2 设V是C(K)中的紧集,g(x)∈C(Rn)且非(3.1)形式的函数;则对任意ε>0,存在正整数

N,A
i
∈ ,b

i
∈R

n

(i=1,2,…，N),皆与f∈V无关,及c
i
(f),i=1,…,N,与f∈V有关,使得

 

(3.2)

对所有f∈V成立,且c
i
(f)是定义在V上的线性泛函.

 

  证 令φ(x):=ce-‖x‖且满足 定义 

(3.3)
 



易证对任意ε>0，存在δ0，当0<δ<δ0时，对所有f∈V及x∈K

(3.4)

把 写成Riemann和形式 是紧集K的一个分划，m(Δ

t
j
)是Δtj的体积，t

j
∈Δtj.对固定的δ<δ0，由Arzeta－Ascoli定理知对所有f∈V及x∈K,存在η>0，当

diam(Δtj)<η时， 

(3.5)

  由定理3.2的条件和定理3.1知道，对于每个给定的j,j=1,…,M,存在正整数N
j
,d

ij
∈R1,A

ij
∈

A,b
i,j

∈R
n
,i=1,…,N

j
使得对所有x∈K 

(3.6)

这里 有意义. 

  联合(3.4)，(3.5)和(3.6)并适当整理排列即得存在正整数N，A
i
∈ ,b

i
∈Rn(i=1,2,…，N)，

皆与f∈V无关，及c
i
(f),i=1,…,N,与f∈V有关，使得 

(3.7)

从定理的证明过程可知c
i
(f)是定义在V上的线性泛函.

 

  类似于定理3.1，我们有下述结果： 

  定理3.3 设V是Lp(K)中的紧集， ，且在广义函数意义下至少存在一

点t0∈R#，使得t0∈supp ;则对任意ε>0，存在正整数N，A
i
∈ ,b

i
∈Rn(i=1,2,…，N)，皆与f∈V

无关，常数c
i
(f),i=1,…，N与f∈V有关，使得对所有f∈V成立 

(3.8)

而且所有c
i
(f)是V上的连续泛函.

 

  为证定理3.3，我们需引进如下定义的函数，对任意f∈Lp(K)，定义 

这里B(x,h)是Rn中以x为中心以h为半径的球，m(B(x,h))表示球B(x,h)的体积.对固定的h>0，f
h
(x)是



Rn上具有紧支柱的连续函数. 

  引理3.4［6］ V是Lp(K)中紧集的充要条件是：(i) V是Lp(K)中闭集；(ii) 存在与f∈V无关的常
数A，使得对所有f∈V，成立‖f‖

Lp(K)
≤A.(iii) 对所有f∈V，当h→0时，‖f

h
-f‖

Lp(K)
一致收敛于

零. 

  引理3.5 V是Lp(K)中的紧集，V
h
:={f

h
:f∈V}，则对固定的h>0，有(i) V

h
是C(K)中的闭集；(ii) 

存在常数A
h
，使得对所有f

h
∈V

h
,成立|f

h
|≤A\

h
.(iii) 对任给ε>0,存在δ>0，当x

1
,x

2
∈K且‖x

1
-x

2
‖

<δ时，对所有f
h
∈V

h
时，有|f

2
(x

1
)-f

2
(x2)|<ε.  

  证 若记T：f→f
h
,则T是Lp(K)→C(K)上的连续线性算子.因为对f

1
,f

2
∈Lp(K)有 

(3.9)

其中1/p+1/q=1,V是Lp(K)中紧集，得到T(V)是C(K)中紧集.Arzeta－Ascoli定理保证引理3.5的结果.

 

  定理3.3的证明 对任意ε>0，由引理3.4知存在h
0
>0，当0<h<h

0
时，对所有f∈V成立： 

(3.10)

  φ(x)及f*′φ
δ
(x)定义如3.3，则对固定的0<h<h

0
，根据引理3.5和积分Minkowski不等式易证存

在δ0>0,当0<δ<δ0时，对所有f
h
∈V

h
有 

(3.11)

  联合(3.10)则得 

(3.12)

  对固定的h<h
0
,δ<δ0，把f

h
*′φ

δ
(x)写成Rieman和形式 ，其中

是紧集K的一个分划，t
j
∈Δtj,m(Δtj)是Δtj的体积，则有 

(3.13)



  根据Minkowski不等式及引理3.5可得对固定的h<h
0
,δ<δ0，存在η>0，当diam(Δtj)<η时，对所有f

h

∈V
h
成立‖I

1
‖

Lp(K)
<ε/8,‖I

2
‖

Lp(K)
<ε/8. 

  联合公式(3.12)，(3.13)，(3.14)则得对所有f∈V 

(3.14)

  根据定理2.1，类似于定理3.1的余下证明证得定理. 

  推论3.6 若g(x)∈Lp(Rn)\{0}，则对于Lp(K)中紧集内的函数有类似于定理3.3的结果. 
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