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Burgers-KdV混合型方程的显式精确解 

刘春平 张丹 

  摘要 本文提出了双参数假设，用直接积分的方法求得了Burgers-KdV方程的显式精确解，分析了
解的结构. 
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THE EXPLICIT SOLUTIONS OF BURGERS-KdV
MIXED EQUATION
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  Abstract Double parameter hypothesis is given and the explicit exact solutions of Burgers-KdV equation are 
obtained by direct integration, and then the construction of the solutions are discussed.
  Keywords Burgers-KdV Equation, Parameter Hypothesis, Exact Solution, Shock Wave, Solitary Wave. 
  Subject Classification (CL) O175.2;(1991MR)35Q72. 

1 引 言 
  近几十年来，人们在研究物理学、流体力学中的许多非线性波动问题时，提出了Burgers-KdV混合
型方程 

(1)

其中α和β分别表示耗散系数和色散系数［1～4］.将方程(1)作为湍流的规范方程以期解释湍流的机理在

近年来也取得了很大的进展［5～7］.但由于非线性方程求解的固有困难，关于方程(1)行波解的存在性
多是利用常微分方程定性理论的方法加以证明的.熊树林通过分析Burgers方程和KdV方程的解之形式，
采用类比的办法求得了方程(1)的单调激波解的解析式，并说明解是由冲击波和孤立波组合而成的
［8］.这一方法不具一般性且关于解的结构的说明有误.本文提出了一种双参数假设，利用直接积分的
方法很简单地求得了方程(1)的单调激波解和另一类带间断点的行波解的表达式，然后对解的结构加以
说明. 

2 双参数假设 
  设方程(1)有行波解u(x,t)=u(x-ct)=u(ξ),代入方程(1)并对ξ积分一次得到 

(2)

其中K为积分常数.令u=D+Fv并进一步假设 

(3)

这里D,F,A,B是待定参数.代入方程(2)整理后有 



(4)

令 

(5)

解得 

(6)

对应于β>0,取F=-1，此时 ；对应于β<0,取F=1,此时u=c-  

  积分(3)式，并注意到(6)式，有 

式中 ,ξ0为积分常数.

 

  结论1 

(7)

为方程(1)的有界行波解(单调激波)，波速  

  结论2 

(8)

也为方程(1)的行波解，波速c同上式. 
  (8)式所示u

2
(x,t)是方程(1)带有间断点的行波解.关于它们的物理意义还不很清楚，可能意味着

波的坍塌.下面，仅对u
1
(x,t)且β>0进行分析.β<0可类似分析. 

3 单调激波解的结构 



  易证，u′
1
(ξ)<0.当ξ→+∞时， ；当ξ→－

∞时，u
1
→ ,故u

1
确为单调激波解.对Burgers方程

 

(9)

直接积分，知其有一种连续的行波(冲击波)解 

(10)

  KdV方程u
t
+uu

x
+βuxxx=0有一种孤波解

 

(11)

将(7)式恒等变形为 

(12)

比较(10)，(11)，(12)式中e的幂次，令 

有 .代入 ，得 .从而 

这时 

(10)′ 

(11)′ 

从而 



  结论3 

  当 时，方程(1)的波速为 的单调激波解 这里u
B
是Burgers

方程在波速 时的冲击波解，uK是KdV方程在波速 时的孤立波解. 
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