
教案六：级数 

第六讲    级数 
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易见∑
∞

=2 ln
1

n

nx
nn

的收敛域为 [ 1,1)− 。 

故原级数的收敛域为[ 1 即[ 1,1] [ 1,1)− ∩ − ,1)− 。 
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而 发散，所以 ，令n
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因此，收敛域为  ( , 2)a a− +
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例 4．判别级数
( )1
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!nn n α

∞

=
∑ 的敛散性，其中 0α > 为常数。 

解法 1（ 利用正项级数的对数判别法）  
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若 1α >  ，则由极限的保号性知， k∃ ，使得当 kn > 时， 
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由对数判别法知，当 1α > 时，级数收敛。 

而当0 1α< ≤ 时， 因
nn
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故由比较判别法知，原级数发散。 
[注记 1]（正项级数的对数判别法） 

若 k∃ 和常数 0>α 使得当 kn > 时， α+≥1
ln

1ln

n
an ，则级数 收

敛，若

∑
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=1n
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k∃ ，使得当 kn > 时， 1
ln

1ln
≤

n
an ，则级数∑

∞

=1n
na 发散。 

[注记 2]（对数判别法的证明） 
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若 k∃ 和常数 0>α 使得当 kn > 时， α+≥1
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因此由比较判别法知，级数 收敛。 ∑
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因此由比较判别法知，级数 发散。 ∑
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解 法 2  利 用 Stirling 公 式 12! 2
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因此，原级数

( )1

1

!nn n α

∞

=
∑ 当 1α > 时，级数收敛，当0 1α< ≤ 时，

级数发散。 

例 5．将级数 1 1 1 11
2 3 4 5

− + − + − 的各项重新安排，使先依次出现 p个

正项，再出现 个负项，然后如此交替。证明新级数的和为q 1ln 2 ln
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作业： 

练习 1 设 1 1a = ， ，a a2 1a = 2 12 3n n na+ += + 1≥，n ，求

的收敛半径，收敛域及和函数。 
1

n
n

n
a x

∞

=
∑

练习 2 问 2

1
( 1) tan( 2 )n

n
n π

∞

=

− +∑ ⋅  是否收敛？是否绝对收敛？ 

练习 3 证明：级数 
1

1
x

n n

∞

=
∑   当 x>1时连续并任意次可微。 
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练习 4 讨论收敛性 

1 1 1 1 1 11
2 3 4 5 (2 1) (2 )x x xn n

− + − + − + + +
−

。 

练习 5 证明：对一切 x和 ,成立  1n ≥
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sin 3
n
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<∑ 。 

练习 6 
2
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+ +∑求级数 的和。 

练习 7 将 ),0(,sin π∈= xxy 展开成余弦级数，并求级数∑
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和。 

练习 8 设 ,( ) lnn
nu x x x= [ ]0,1x∈ 。 
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练习 9 证明：函数项级数 2 2
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敛。 

练习 10 设函数 ( )f x 在区间[ 1,  1]− 内有定义，在开区间 内有

一阶连续导数，且
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f x a
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练习 11 求 21
2arctan)(

x
xxf

−
= 在 0=x 处的幂级数展开式，并计算
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∑
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