
教案三：一致连续性 

一致连续性 

例 1：证明：若函数 ( )f x 在 [ , )a +∞ 上有定义并且是连续的，而且

lim ( )
x

f x
→+∞

存在，则 ( )f x 在[ , )a +∞ 上是一致连续的。 

证： 0ε∀ > ，由于 lim ( )
x

f x
→+∞

存在，故 X a∃ > ，使得当 ,x X x X′ ′′> >

时，恒有 ( ) ( )f x f x ε′ ′′− < 。由于 ( )f x 在[ , 1]a X + 上连续，故一致连续，

从而必有正数δ ′存在，使得当 , [ , 1],x x a X x x δ′ ′′ ′ ′′ ′∈ + − < 时，恒有 

( ) ( )f x f x ε′ ′′− < ，令 min{ ,1}δ δ ′= 。 , [ , ),x x a x x δ′ ′′ ′ ′′∀ ∈ +∞ − < ，则 x′与

x′′同时属于[ , 1]a X + 或同时满足 ,x X x X′ ′′> > 。因此有 

( ) ( )f x f x ε′ ′′− < 。故 ( )f x 在[ , )a +∞ 上是一致连续的。 

例 2：无界函数 ( ) sinf x x= + x在 上一致连续。 

证：
( ) ( ) ( ) (sin sin )

sin sin 2

f x f x x x x x x x

x x x x

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− = − + − ≤ −

′ ′′ ′ ′′+ − ≤ −
 

取
2
εδ = 即可。 

例 3：在区间 上有限个一致连续函数的和与它们的乘积在此区

间上是一致连续的。 

( , )a b

证：只需证两个函数的情景。 
(1) 和略. 

(2) 积：先证区间 上的一致连续函数必定是有界的。 ( , )a b

例 4：若单调有界的函数 ( )f x 在有限或无限的区间 上是连续的，

则此函数在区间 上是一致连续的。 

( , )a b

( , )a b

证：分三种情况： 

(1) 设 是有限区间。由于( , )a b ( )f x 在 单调有界，故( , )a b ( 0)f a +
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与 都存在。定义( 0f b − )
( ),

( ) ( 0),
( 0),

f x a x b
g x f a x a

f b x b

< <⎧
⎪= + =⎨
⎪ − =⎩

。显然 在

上连续，从而一致连续，故

( )g x

[ , ]a b ( )f x 在 ( , 上是一致连续

的。 

)a b

(2) 为有限数，ba = +∞。此时令
( ),

( )
( 0),

f x a x
g x

f a x a
< < +∞⎧

= ⎨ + =⎩
，则

在[ , 上连续，且

( )g x

)a +∞ lim ( ) lim ( )
x x

g x f x
→+∞ →+∞

= 存在（有限），根

据例 1 知 在[ ,( )g x )a +∞ 上一致连续，从而 ( )f x 在 上

一致连续。 

( , )a +∞

若 a = −∞， 为有限数。考虑函数b ( ) ( )g x f x= − 转化成了(2)

的情况。 

(3) a = −∞，b = +∞。 0ε∀ > ，利用(2)已证的结果， ( )f x 在 (0

上一致连续，故

, )+∞

1 0δ∃ > ，使得当 x′与 x′′都属于 且(0, )+∞

1x x δ′ ′′− < 时，有 ( ) ( )f x f x ε′ ′′− < ；同样 ( )f x 在 一致

连续，

( ,1−∞ )

2 0δ∃ > ，使得当 x′与 x′′都属于 ( ,1)−∞ 且 2x x δ′ ′′− <

时，有 ( ) ( )f x f x ε′ ′′− < 。令 1 2min{1, , }δ δ δ= ，则当 x x δ′ ′′− <

时，必有 x′和 x′′同时属于 (0, )+∞ 或同时属于 ( ,1)−∞ 。因此，

恒有 ( ) ( )f x f x ε′ ′′− < 。由此可知， ( )f x 在区间 ( , 上

是一致连续的。 

)−∞ +∞

例 5：在有限区间 ( , 上有定义而且是连续的函数)a b ( )f x ，可用

连续的方法延拓到[ , 上，其充要条件是]a b ( )f x 在区间 上是一致

连续的。 

( , )a b

例 6：设 ( )f x 在[ , 上一致连续，)a +∞ ( )xϕ 在[ , )a +∞ 上连续，且
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lim [ ( ) ( )] 0
x

f x xϕ
→+∞

− = 。证明： ( )xϕ 在[ , )a +∞ 上一致连续。 

证：因 lim [ ( ) ( )] 0
x

f x xϕ
→+∞

− = ，故 0, 0Mε∀ > ∃ > ，当 x M> 时，

( ) ( )
3

f x x εϕ− < 。又 ( )f x 在[ , )a +∞ 上一致连续，对上述ε， 0δ∃ > ，

当 1 2, ( ,x x a )∈ +∞ ， 且 1 2x x δ− < 时 有 1 2( ) ( )
3

f x f x ε
− < 。 当

1 2,x x M> ， 1 2x x δ− < 时，有 

 1 2 1 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2x x x f x f x f x f x xϕ ϕ ϕ ϕ− = − + − + −  

1 1 1 2 2 2)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (x f x f x f x f x xϕ ϕ≤ − + − + −
3 3 3
ε ε ε ε< + + = 。由柯西准

则， lim ( )
x

x lϕ
→+∞

= （有限）。由例 1知， ( )xϕ 在[ , )a +∞ 上一致连续。 

例 7：函数 ( )f x 在区间 ( , 有连续的导函数，且)a b lim ( )
x a

f x
→ +

′ 与

lim ( )
x b

f x
→ −

′ 均存在有限。试证： 

(1) ( )f x 在 上一致连续； ( , )a b

(2)  lim ( )
x a

f x
→ +

与 lim ( )
x b

f x
→ −

均存在。 
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