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�����

����������	�
������������������������������������������ ���!

���"�#�$�%������������'&

(�) *
X1, · · · , Xn +�,�-�.0/ (Ω,F , P )

���
n
��"�#�$�%'�21�3�4

+ ����������5�6�7�8�9 n
��:�;

x1, · · · , xn <�=
P (X1 6 x1, · · · , Xn 6 xn) = P (X1) · · ·P (Xn).

:?>?�'�@"?#�$�%���������A + ������������B��C�D�E�F��� {X1 6

x1}, · · · , {Xn 6 xn}
�������'&

G�F�"�#�$�%���������� =�H 	�����IKJ5?6
X1, · · · , Xn

�?�?�?�'�
f1(x), · · · , fn(x) <?+ �?L Borel M?N?O ;'�P

f1(X1), · · · , fn(Xn)
A + ���������'&7QFQRQSQTQ"Q#Q$Q%

X1, · · · , Xn

�U*QVQWQX O ;QY?Z p1(x1), · · · , pn(xn)
�

P
X1, · · · , Xn

�������

⇐⇒
n
∏

i=1

pi(xi) + (X1, · · · , Xn)
��[�\�W�X

.

�?�?]?^`_a�?b�L�c�d�Y�e?��f�g�Y�e��h����i�j�3���k���Y�%�l�m��
�'&

n
3.1

*
(X, Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ

2
1 , σ

2
2, ρ
�oP

X, Y
����������p���q��

+ ρ = 0
&

r
X, Y

��f�g�W�X O ;�Y�Z�s

PX(x) =
1√

2πσ1

· exp
{

− (x − µ1)
2

2σ2
1

}

, PY (y) =
1√

2πσ2

· exp
{

− (y − µ2)
2

2σ2
2

}

.

t
ρ = 0

m'� =
p(x, y) = pX(x)pY (y).

M�u X, Y
�������'��p�Y���v�w�&
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Ch3 2

x
X, Y

���������zy{F
p(x, y), pX(x), pY (y) <�+ R�S O ;��o|�7�8�9�

(x, y) <�=
pX(x) · pY (y) = p(x, y)

} Z���~
(X, Y ) = (µ1, µ2)

� =
1

2πσ1σ2
=

1

2πσ1σ2

√

1 − ρ2
.

y{���0_
ρ = 0

&�������v�w'&
����������W�X O ;�������IKJ�5�6 p1(x, y), p2(x, y) <�+ (X, Y )

��W
X O ;'����3�4 < � (x0, y0) � R�S'��P�� =

p1(x0, y0) = p2(x0, y0).

§4 �������������������

*
n � "?#`�a% X = (X1, · · · , Xn)

�?[?\?Y?e O ;�s FX(x1, · · · , xn)
�

�
Y1 = g1(X1, · · · , Xn),

Y2 = g2(X1, · · · , Xn),

· · ·
Ym = gm(X1, · · · , Xn),V0�

gi(x1, · · · , xn), i = 1, · · · , m <�+ n
L

Borel M�N�O ;'����������_ m

� "�#0�{% Y = (Y1, · · · , Ym)
��[�\�Y�e O ; FY (y1, · · · , ym)

&
�Q�Q�Q�Q�Q5 H JU� C = {(x1, · · · , xn)|gi(x1, · · · , xn) 6 yi, i = 1, · · · , }

�
P

FY (y1, · · · , ym) = P (g1(X1, · · · , Xn) 6 y1, · · · , gm(X1, · · · , Xn) 6 ym)

= P ((X1, · · · , Xn) ∈ C).

t
X = [�\�W�X p(x1, · · · , xn)

m'� =
FY (y1, · · · , ym) =

∫

· · ·
∫

C

p(x1, · · · , xn)dx1 · · ·dxn.
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Ch3 3

H 	�^0_{�������'&n
4.1

*
(X, Y )

��[�\�W�X�s
p(x, y)

���
Z = X + Y

��Y�e'&
� ���� �¡

Z
��Y�e O ;

FZ(z) = P (X + Y 6 z)

=

∫∫

x+y6z

p(x, y)dxdy

=

∫ ∞

−∞

dx

∫ z−x

−∞

p(x, y)dy

=

∫ ∞

−∞

dx

∫ z

−∞

p(x, u − x)du

=

∫ z

−∞

du

∫ ∞

−∞

p(x, u − x)dx

��¢0£
Z ¤ = W�X O ;

pZ(z) =

∫ ∞

−∞

p(x, z − x)dx.

y{7�1�� M�u � pZ (z) =

∫ ∞

−∞

p(z − y, y)dy
&

n
4.2

*
X, Y

���������o� <�¥�¦ Y�e N(µ, σ2)
�o�

X + Y
��Y�e

W�X O ; g(z)
&

� y{�������� �¡ M v

g(z) =
1√

2π
√

2σ
· exp

{

− (z − 2µ)2

4σ2

}

.

��¢0£
X + Y ∼ N(2µ, 2σ2)

&
n

4.3
*

X, Y
��������� <�¥�¦ Y�e N(0, 1)

�§�
Z =

√
X2 + Y 2

�
Y�e�W�X'&

� ��¨�©�ª�$�«
{

x = r cos θ,

y = r sin θ,
r > 0, 0 6 θ 6 2θ.
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Ch3 4

FZ(z) = P (
√

X2 + Y 2 6 z)

=

∫∫

√
X2+Y 26z

1

2π
· exp

{

− 1

2
(x2 + y2)

}

dxdy.

=

∫ 2π

0

∫ z

0

1

2π
e−

r2

2 rdr

=

∫ z

0

re−
r2

2 dr

¬ �'�
pZ(z) =

{

ze−
z2

2 , z > 0;

0,
V�3

.����Y�e�1�s
Rayleigh

Y�e'&
�?	?� <?+ 2 → 1

�??®'� H 	���
�� n → n
�??®'�°¯

n = 2
s?�'&

*
(X, Y ) = [Q\QWQX p(x, y)

�U�K±³²
A ´µM ¯Q¶Q·Q¸Q	0¹»º?¼ P ((X, Y ) ∈

A) = 1 ½ 7�$�¾ (∆) ½
{

u = f(x, y),

v = g(x, y),t
(x, y) ∈ A

m'�
(u, v)

��¿�²�s
G
���

(∆)
º�¼�J

(1) A
(∆)−→ G + ����7�À�� ½

(2) f, g
�

A
� = R�S�Á�Â�; ½

(3)
∂(u, v)

∂(x, y)

�
A
� ����Ã s 0 ½P

U(= f(X, Y )), V (= g(X, Y )) ¤ = [�\�W�X O ;�J

q(u, v) =







p(x(u, v), y(u, v))

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

, (u, v) ∈ G;

0,
V�3

.

V`�Ä�
x(u, v), y(u, v) + y (∆) Å?Æ �?Ç O ;�� � ∂(u, v)

∂(x, y)

s?�?À?�?È M0É{ÊË C'&
n

4.4
*

X, Y
���������Ì� <Í¥�¦ N(0, 1)

�
(R, Θ) + ¸�	���"�#�Î

(X, Y )
��À���¨�Ï'Ð�¨�Ñ��§Ò =

{

X = R cos Θ,

Y = R sin Θ,
R > 0, 0 6 Θ 6 2π.
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Ch3 5

�
(R, Θ)

��[�\�W�X'&
�

(X, Y )
�

(R, Θ)
��$�¾

(∆)
s







R =
√

X2 + Y 2,

Θ = arctan
Y

X
,

��À���È M0É{Ê Ë C
∣

∣

∣

∣

∂(u, v)

∂(x, y)

∣

∣

∣

∣

=
1

r
.

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

= r.

F + � (R, Θ)
��[�\�W�X O ;�s

q(r, θ) =
1

2π
· e− 1

2
(x2+y2)

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

=
1

2π
· e− 1

2
r2 · r, r > 0, 0 < θ < 2π.

Ó M ¯QjK_Ä� R Ô Θ + �Q�Q�Q�?�'� R ¥Q¦ Rayleigh
YQeÕ� �

Θ ¥Q¦ (0, 2π)����Ö�×�Y�e'&
�Í�Í�Í�Í�ÍØÍ6 Ó M ¯Õ�ÕiÍÙÕÚÕ�Í�Õ�ÕkÕ�ÍcÕdÕ"Í#Õ;`� ¤ÕÛÕÜ �Õ5

H J2Ý�Ù�Ú�k������������ (0, 1)
��Ö�×�Y�e���"�#�;

U1, U2

��Þ�ß�~
X = (−2lnU1)

1
2 cos 2πU2,

Y = (−2lnU1)
1
2 sin 2πU2,P

X, Y + ��������� N(0, 1)
"�#�;'&

� H i�à � c�d�Y�e���á�� O ;���Y�e�&(�â *
X ∼ N(µ, Σ)

�
B + 8�� n ã�ä�å «�æ0çÄ��P

Y = BX ∼ N(Bµ, BΣB
′

).

w0£{���� �¡
Y
��Y�e O ; M v'&è�^0_{����G�F�à � c�d�Y�e���f�g�Y�e O ;�� Æ�é &(�â *

X ∼ N(µ, Σ)
� x

Σ =

(

Σ1 0

0 Σ2

)

,
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Ch3 6

P
X1 ∼ N(µ1, Σ1), X2 ∼ N(µ2, Σ2).V0�Ä�

Σ1 + m ã�Ü çÄ� Σ2 + n − m ã�Ü çÄ� � X1,X2, µ1, µ2 + ��À�� Ë�{%'&
ya�?	?�?k?� Æ�é�ê�M ¯ å _{�����®���à � c�d�Y�e���f�g�Y�e���&(�â *

X ∼ N(µ, Σ)
��7

Σ
 Ê Y�ë

Σ =

(

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

,

P
X1 ∼ N(µ1, Σ1), X2 ∼ N(µ2, Σ2).V0�Ä�

Σ1 + m ã�Ü çÄ� Σ2 + n − m ã�Ü çÄ� � X1,X2, µ1, µ2 + ��À�� Ë�{%'&�ì���æ0ç{��$�¾ ê�M ¯�w�£í&7?F
n
�?�?�`îaY�e�� ¥�¦ N(0, 1)

�?"?#?$?%'��3�4���¸ Ü�Ô ¥�¦ �Y�e���ï� ���	�À���ð�ñ�& H 	�i� �¡�����Y�e�&*
X1, · · · , Xn

�?�?�?�?�`î{Y�e�� ¥�¦ N(0, 1)
�ò�

Y = X2
1 + · · ·+ X2

n��Y�e�W�X O ;'&� �
Dy = {(x1. · · · , xn)|x2

1 + · · ·+ x2
n 6 y}

��P
P (Y 6 y) = P (X2

1 + · · ·X2
n 6 y)

=

∫

· · ·
∫

Dy

1

(
√

2π)n
· exp

{

− x2
1 + · · · + x2

n

2

}

dx1 · · ·dxn

 Ê n ��ó ©�ª�$�¾


































x1 = r cos θ1,

x2 = r sin θ1 cos θ2,

· · ·
xn−1 = r sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 cos θn−1,

xn = r sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 sin θn−1,V0�í�
r > 0, 0 6 θ1, θ2, · · · , θn−2 < π, 0 6 θn−1 < 2π

&ôF + ��	���õ�Y�±ö²
ê «�s
D∗

y = {(r, θ1, · · · , θn−1)|0 < r 6
√

y, 0 6 θ1, θ2, · · · , θn−2 < π, 0 6 θn−1 < 2π}.
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Ch3 7

F + ��	���õ�Y�C�$�s

P (Y 6 y) =

∫

· · ·
∫

D∗

y

1

(
√

2π)n
· e− r2

2 rn−1f(θ1, · · · , θn−1)drdθ1 · · ·dθn−1

= c ·
∫

√
y

0

rn−1e−
r2

2 dr

= c ·
∫ y

0
s

n
2
−1e−

s
2 ds.

F + � Y = W�X O ;
pY (y) = cy

n
2
−1e−

y

2 ,

V÷�
c
sÕøÕ�Õ«ÕùÕ;`& Éûú ¯'�ÕW'X'ü Γ(n

2
, 1

2
)
�ÕWÕX O ;`� MÕu Y ∼

Γ(n
2
, 1

2
)
&

��	�v�����Y�e�1�sþý{yöX�s
n
��ÿ Ü Y�e'����� χ2(n)

&
Þ�ß'��^0_{��� = G�ÿ Ü Y�e�� Æ�é &(�â *

X1, · · · , Xn

���0î{Y�e
N(0, 1)

��P
(1) X̄ =

1

n
(X1 + · · · + Xn) ∼ N(0, 1);

(2)
n
∑

i=1

(Xi − X̄)2 ∼ χ2(n − 1);

(3) X̄
ü n
∑

i=1

(Xi − X̄)2
�������'&

§5 ���������

(Q) *
X1, · · · , Xn

�Q�Kî³YQe
F (·)

�U7��Q�
ω ∈ Ω

�	�
X1(ω), · · · , Xn(ω)

¦�
 �������J
X(1)(ω) 6 X(2)(ω) 6 · · ·X(n)(ω),

�����Q4QvQ�
n
���Q�Q"Q#Q$?%

X(1)(ω), · · · , X(n)(ω)
� 1Q3Q4Qs

X1, · · · , Xn�����ï� �%'&
� H i?����� ê + �����ï� �%���Y�e +���� &B7�F X(1), X(n)

�@Y?e É
ú���� �'&�ì��

X(1) = min X1, · · · , Xn,
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Ch3 8

X(n) = max X1, · · · , Xn,

M�u
FX(n)

(x) = P (X(n) 6 x)

= P (X1 6 x, · · · , Xn 6 x)

= [F (x)]n.

��� � M �0_ X(1)

��Y�e O ;'&7�F������
k
� A M ¯�����	�� ��� �� �¡�Y�e O ;K� � + Y�!���"�#��$'� M ��v

FX(k)
(x) =

N
∑

i=k

Ci
n(F (x))i(1 − F (x))n−i, k = 1, 2, · · · , n.

��Y�!�õ�Y�%�C M ¯�&�w H 	���'�D�CKJ
∑

ni = kCn
i pi(1 − p)n−i =

n!

(k − 1)!(n − k)!

∫ p

0

tk−1(1 − t)n−kdt,

¬ �'�
X(k)

��Y�e O ; M ¯�(�)�s

FX(k)
(x) =

n!

(k − 1)!(n − k)!

∫ F (x)

0

tk−1(1 − t)n−kdt.

t
F (x) = W�X O ; p(x)

m'�
FX(k)

A = ��À���W�X O ;�J

p(k)(x) =
n!

(k − 1)!(n − k)!
(F (x))k−1(1 − F (x))n−k · p(x).

Þ�ß�è�j
X(1), · · · , X(n)

��[�\�Y�e�&ot
F (x) = W�X O ; p(x)

m��o�
*�L�W�X�� M ¯���v X(1), · · · , X(n)

��[�\�W�X�s

g(x1, · · · , xn) =

{

n!p(x1) · · ·p(xn), x1 < · · · < xn;

0,
V�3

.
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