
教案二：连续性 

第二讲    连续性 

定理： 设 ( )f x 在[ , 上 Riemann可积，则 ]a b

( , ) [ , ]( )a b a bα β α β∀ ⊂ ≤ < ≤ ， 0 ( , )x α β∃ ∈ 使 ( )f x 在 0x x= 处

连续。 

证明：作分划 0 1 0: nx x x x
n

β αα β−
∆ = < = + < < = 。因

( )f x  在[ , 上 Riemann可积，取]a b 1 0
2

β αε −
= > ，存在 ，使 1 4n ≥

1
(1) (1)

11
( )

2

n

i i
i

M m
n

β α β α

=

− −
− <∑  

（其中
1,1,

(1) (1)

[ ][ ]
{ ( )}, inf { ( )}

i ii i

i i x x xx x x
M sup f x m f x

−−
∈∈

= = ，以下类似定

义。）  

所以  
1

(1) (1) 1
1

1
( )

2

n

i i
i

nM m n
=

− < ≤ −∑ 2 ，因此至少有三个 i ，使

。取 使
(1) (1) 1i iM m− < 1 10 ,i n< <

1 1

(1) (1) 1i iM m− < 。作区间

1 11 1 1[ , ] [ ,i i ]x xα β −= ，则 ( )f x 在 1 1[ , ]α β 上 Riemann 可积。取

1 1
2 2 0

2
β αε −

= > ，存在 ，使 2 4n ≥

1
(2) (2) 1 1 1

21
( )

4

n

i i
i

M m
n

1β α β α

=

− −
− <∑  

于是
2

(2) (2) 2 2

1

2( )
4 2

n

i i
i

n nM m
=

−
− < ≤∑ ，因此至少有三个 ，使i

(2) (2) 1
2i iM m− < 。 
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取 使2 20 ,i n< <
2 2

(2) (2) 1
2i iM m− < 。如此继续可以得到一个闭区间

套 

1 1[ , ] [ , ] [ , ]n nα β α β α β⊃ ⊃ ⊃  

使得（1）
4n n n

β αβ α −
− ≤ ；（2） ( )f x 在[ , ]n nα β 上的上下确界满

足
( ) ( ) 1n n

i iM m
n

− < 。由闭区间套定理知 0
1
[ , ] {n n

n
}xα β

∞

=

=∩ 。下证

( )f x 在 0x x= 处连续。 

事实上， 0
10, [ ] 1,nε
ε

∀ > ∃ = + 有

0

1
n

ε< 。而由上述构造过程知，

0,δ∃ > 有
0 00 0( , ) [ ,n nx x ]δ δ α β− + ⊂ ， 

此时 

0 0( ) ( )
0

0

1( ) ( ) n n
i if x f x M m

n
ε− ≤ − < <  

故 ( )f x 在 0x x= 处连续。 

例 1  设函数 ( )f x 在[ , 上 Riemann可积，且 。

试证明：存在闭区间 [ ,

]a b ( ) 0
b

a
f x dx <∫

] [ , ]a bα β ⊂ ，使得当 [ , ]x α β∈ 时，

( ) 0f x < 。 

[分析] 只需在[ , 区间上找一个连续点]a b 0x ，使得 。利

用定积分的定义，分点取连续点（上述定理保证存在连续点）即可。 

0( ) 0f x <

例 2  若 ( )f x 可积，则 2 ( ) 0 ( )
b

a
f x dx f x= ⇔∫ 在连续点处恒

等于 0。 

 2



教案二：连续性 

证 （必要性） 若 0 , ( )x f x∃ 在 0x 连续，但 0( ) 0f x ≠  

0 ( , ) ( , )x a bα β∃ ∈ ⊂ 有 ( , ), ( ) 0x f xα β∀ ∈ > ，于是 

2 2( ) ( ) 0
b

a
f x dx f x dx

β

α
≥ >∫ ∫ ，矛盾。 

（充分性）  2 2

1
( ) lim ( ) 0

nb
ia n i

b af x dx f
n

ξ
→∞ =

−
= =∑∫ （ iξ 取连续

点）。 

例 3 若一族开区间{ | }Iα α ∈Γ 覆盖了闭区间[0 ，则必存在一个

正数

,1]

0δ > ，使得[0 中的任意两点,1] 1 2,x x 满足 1 2x x δ− < 时， 1 2,x x 必

属于某个开区间 { }I Iβ α∈ 。 

证  不妨设每个开区间都是有限区间。 

(1) 作函数 :[0,1]f → ， sup{ ( , ) | }Cx d x Iα α ∈Γ 。 

(2) f 连续，且 ( ) 0f x > 。而闭区间上的连续函数一定有最小值，

令
1 min{ ( ) | [0,1]}
2

f x xδ = ∈ 。 

(3) 连续性的证明： 

, [0,1]x y∀ ∈ ， ( , ) inf{ ( , ) | }C Cd x I d x a a Iα α= ∈ ≤  

inf{ ( , ) ( , ) | } ( , )Cd x y d y a a I d x yα+ ∈ =

inf{ ( , ) | }Cd

+

y a a Iα∈ = ( , ) ( , )Cd x y d y Iα+ ，取上确界得 

sup{ ( , ) | } ( , ) sup{ ( , ) | }C Cd x I d x y d y Iα αα α∈Γ ≤ + ∈Γ  

即 ( ) ( ) ( , )f x f y d x y− ≤ ，同理 ( ) ( ) ( , )f y f x d x y− ≤ ，于是 

( ) ( ) ( , )f x f y d x y− ≤ ，故 0,ε∀ > 取δ ε= ，当 x y δ− < 时， 
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( ) ( )f x f y ε− < ，所以 ( )f x 是[0 上的连续函数。 ,1]

(4) [0,1]x∀ ∈ ，0 ( )f xδ< < ，因此存在 Iα，使得 ( , )Cd x Iα δ> ，

从而 ( , )x x Iαδ δ− + ⊂ 。 

(5) 而满足 1 2x x δ− < 的点 1 2,x x 必在某个 ( , )x xδ δ− + 中(事实

上取
1 2

2
x x

x
−

= 即可)，从而命题得证。 

例 4．求连续函数 ( )f x ，使得 ( ) 0f x > 且 

2
0

sin( ) ( ) 1
cos

x tf x f t dt
t

= +∫ 。 

（答案：
1( ) ln cos 1
2

f x x= − + 。） 

例 5．问α 取什么值时函数 

1sin , 0
( )

0, 0

x x
f x x

x

α⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 

（1）处处连续；（2）处处可导；（3）导函数连续？ 

（答案：（1） 0α > ；（2） 1α > ；（3） 2α > 。） 

例 6．设函数 f 连续， a b< ，且 ( ) 0
b

a
f x dx =∫ ，试证明：

，( ) 0f x ≡ [ ],x a b∈ 。 

证 若存在 [ ]0 ,x a b∈ ，有 ( )0 0f x ≠ ，不妨设 ( )0 0f x > 。因 f 连续，

故存在 0x 的闭邻域 [ ] ，使得, [ ,c d a b⊂ ] [ ],x c d∀ ∈ 有 且

，从而

( ) 0f x >

0d c− > ( ) ( ) ( )0 0
1 0
2 2

b d

a c

d cf x dx f x dx f x−
≥ =∫ ∫ > ，这
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与 ( ) 0
b

a
f x dx =∫ 矛盾。因此 ( ) 0f x ≡ ， [ ],x a b∈ 。 

    例 7. 已知 ( )f x 在[0，1]上连续，
1 1

0 0
( ) 0, ( ) 1f x dx xf x dx= =∫ ∫ 。

求证： ξ∃ ∈[0，1]使得 ( ) 4f ξ > 。 

证明：假设命题不成立，即 [0,1],x∀ ∈ 有 ( ) 4f x ≤ ，由已知易得 

1

0

1( ) ( )
2

1x f x dx− =∫ 。 

（1）当 ( ) 4f x ≡ 时，与 ( )f x 在[0，1]上连续， 矛盾。 
1

0
( ) 0f x dx =∫

（2）当 ( )f x 不恒等于 4 时，即有这样的点使 ( ) 4f x < ，那么

1 1

0 0

1 1( ) ( ) | ( ) ( ) |
2 2

x f x dx x f x dx− ≤ −∫ ∫ =
1
2

0

1( ) | ( ) |
2

x f x dx− +∫  

1
1
2

1( ) | ( ) |
2

x f x dx− <∫
1 1
2 10

2

1 14( ) 4( ) | 1
2 2

x dx x dx− + −∫ ∫ = ，矛盾。 

所以命题成立，即 ξ∃ ∈[0，1]使得 ( ) 4f ξ > 。 

例 8．设函数 ( )f x 在[ 上连续，证明： ]0,1

( ) ( )2 2
1 1

2 2 2 20 02
f x f x

dx dx
t x t t x

π⎛ ⎞
≤⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫ ∫ ，( )0t > 。 

证  
( ) 2

1

2 20

f x
dx

t x
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠
∫  

( ) ( )2 2
1 1

2 2 2 22 2 2 20 0

1 1 1

0

f x f
dx dx dx

t x t xt x t x

⎛ ⎞
= ≤⎜ ⎟ + ++ +⎝ ⎠
∫ ∫

x
∫  
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( )1 2
1

2 20
0

1arctan
f xx dx

t t t x
⎡ ⎤≤ ⎢ ⎥ +⎣ ⎦ ∫  

( )2
1

2 20

1 1arctan
f x

dx
t t t x

=
+∫  

( )2
1

2 202
f x

dx
t t x
π

≤
+∫ 。 

 
 
 
 

作业： 

练习 1  设 ( )f x 连续，且当 1x > − 时， 

20
( )[ ( ) 1]

2(1 )

xx xef x f t dt
x

+ =
+∫ ，求 ( )f x 。 

练习 2  设 在 上连续，且 ， )(xf ]1,0[ ∫ =
1

0
0d)( xxf

∫ =
1

0
0d)( xxxf ，⋯⋯ ， ， ，证明：存在∫ =−1

0

1 0d)( xxfxn ∫ =
1

0
1d)( xxfxn

]1,0[∈ξ ，使 )1(2)( +≥ nf nξ 。 

练习 3 ( )f x 在( 上连续，证明 )∞ ∞- ，+

( ) ( ) cos
b

a
g x f x t tdt= +∫  在( )∞ ∞- ，+ 上有连续函数，并求 。 ( )g x′

练习 4已知 上有定义，除正方形 ( , )f x y 在[a,b;a,b]

[ , ; , ]a b a b 上一条连续曲线 ( )y xφ= 以外的点都连续。问：

( ) ( , )
b

a
F x f x y= ∫ dy是否在( ),a b 上连续？ 

练习 5  讨论连续性 

1) 
1( ) sinf x
x

=    ( )0,1x∈ ，不一致连续； 
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2) 
1( ) sinf x x
x

α=   ，当 0α > 一致连续； 

3) 证明：对函数
1( ) sinf x x
x

= ， 0Μ >不存在统一的 ，使得

对[0 上任意 满足 ,1] x,y |≤Μ|f(x)-f(y)| x-y|。 

练习 6 考虑 

1 ,
( )

0,

mx
f x n n

x

⎧ =⎪= ⎨
⎪⎩

（m,n互质）有理数

为无理数

     的连

续性。 

练习 7 已知 ( )f x 在( )上连续，∞ ∞- ，+ ( ( ))f f x x= 。 

  证明：存在 ，使得0x ∈ 0 0( )f x x= 。 
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