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3．3 拓扑基 
   想法：度量空间中的开集是若干个互不相交的球形邻域的并。度量拓
扑由球形邻域生成；乘积拓扑由一个特定的子集族生成。拓扑基就是从上

述方法中抽象出来的。 

Def 1. 集合 X 的子集族Γ为集合 X 的拓扑基，如果Γ是 X 的一个拓

扑；称拓扑空间 ( , )X τ 的子集族Γ为这个拓扑空间的拓扑基，如果 τΓ = 。 

Pro1. Γ是集合 X 的拓扑基的充分必要条件是： 
（1）

B

B X
∈Γ

=∪ ； 

 （2）若
1 2,B B ∈Γ，则 1 2B B ∈Γ∩ （即 1 2x B B∀ ∈ ∩ ，存在 B∈Γ，使

得 1 2x B B B∈ ⊂ ∩ ）。 

Ex1. 规定\的子集族 {[ , ) | }a b a bΓ = < ，则Γ是\的一个拓扑基。（Γ

称实数下限拓扑） 

注 1：规定\的子集族 1 {[ , ) | ,a b a b bΓ = < 是有理数}，则 1Γ 也是\的

一个拓扑基。 

注 2：规定\的子集族 2 {[ , ) | , ,a b a b a bΓ = < 是有理数}，则 2Γ 也是\

的一个拓扑基。 

注 3： 1Γ = Γ ，但 2Γ ≠ Γ 。 

设τ 是实数下限拓扑， 2τ 是由注 2的拓扑基生成的拓扑。则[ 2,3) τ∈

但是 2[ 2,3) τ∉ 。 

事实上，若 2[ 2,3) τ∈ 则[ 2,3) [ , ), ( , )a b a bα α α α
α∈Λ

= ∈_∪ 故存在一个

0 00 , 2 [ , )a bα αα ∈Λ ∈ ， 于 是
0

2aα ≤ 。 若
0

2aα < ， 则

[ 2,3) [ , ), ( , )a b a bα α α α
α∈Λ

≠ ∈_∪ ，若
0

2aα = ，这与
0

aα 是有理数矛盾。 

Pro2. Γ是拓扑空间 ( , )X τ X 的拓扑基的充分必要条件是： 

（1） τΓ ⊂ ； 
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 （2）τ ⊂ Γ。 

Ex2. 若 Γ 是 拓 扑 空 间 ( , )X τ 的 拓 扑 基 ， A X⊂ 。 规 定

{ | }A A B BΓ = ∈Γ∩ 。则 AΓ 是 ( , )AA τ 的拓扑基。 

Ex3. 设\的子集族 {( , ) | , ,a b a b a bΓ = < 为有理数}，则Γ是 1E 的拓扑

基。 
补充知识：拓扑空间的子基 （可参考熊金城《点集拓扑讲义》） 

Def 2. 设 ( , )X τ 是一个拓扑空间，ϕ是τ 的一个子族。如果ϕ的所有

非空有限子族的交构成的集族，即 

1 2{ | , 1, 2, , ; }n iS S S S i n nϕΓ = ∈ = ∈ +∩ ∩"∩ " ]  

是拓扑空间Γ的一个基，则称集族ϕ是拓扑τ 的一个子基。或称集族ϕ是

拓扑空间 X 的一个子基。 

Ex4. 实数空间\的一个子基： {( , ) | } {( , ) | }a a b bϕ = +∞ ∈ −∞ ∈\ ∪ \ 。 

作业：  

1．定义 2 2
1 2, :ρ ρ × →\ \ \，使得对于 

2
1 2 1 2( , ), ( , )x x x y y y∀ = = ∈\ ，有 

1 1 1 2 2( , ) max{ , },x y x y x yρ = − − 2 1 1 2 2( , )x y x y x yρ = − + − 。 

证明：（1） 1 2,ρ ρ 都是 2\ 上的度量。 

（2） 1 2,ρ ρ 以及 2\ 上的通常度量 ρ诱导出的拓扑是相同的。 

提示：利用 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )x y x y x y x yρ ρ ρ ρ≤ ≤ ≤ 。 

 
    2．设 X 是度量空间，证明：如果 X 有一个基只含有有限个元素，
则 X 必为只含有有限多个点的离散空间。 


