
教案四：度量拓扑 

1.2 由度量诱导的拓扑 
Def.1 集合 X 上的一个度量 是指映射d :d X X R× → 满足 

（1） 正定性： ，  ( , ) 0d x y x y= ⇔ =

（2） 对称性： ，( , ) ( , )d x y d y x= ,x y X∀ ∈ ； 

（3） 三角不等式： 

      ( , ) ( , ) ( , )d x z d x y d y z≤ + ， , ,x y z X∀ ∈ 。 

注： ,x y X∀ ∈ 有 。事实上，取( , ) 0d x y ≥ z x= ，则由 

0 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )d x x d x z d x y d y z d x y= = ≤ + =  

即知 

Def.2 若 d 满足定义 1，称（ ,X d ）为一个度量空间，（ ,X d ）有时

也记作 X. 

Ex.1 在 上规定 nR 2
1 1

1
(( , , ), ( , , )) ( )

n

n n i
i

d x x y y x y
=

= −∑ i ，则 是

一个度量，记 ，称为n维欧氏空间。 

d

( , )n nE R d=

Def.3 设 ( , )X d 是一个度量空间， ,x X 0ε∈ > ，称 X 的子集 

( , ) { | ( , ) }B x y X d x yε ε= ∈ < 为以 x为圆心、ε为半径的球形邻域。 

    Lemma ( , )X d 中的任意两个球形邻域的交集是若干球形邻域的并

集。 

证 设 1 1 2 2( , ) ( , )U B x B xε ε= ∩ ，则 x U∀ ∈ ， 

记 1 1 2min{ ( , ), ( , )}x d x x d x x2ε ε ε= − − ，因 ( , ) 0 ( 1,2)i id x x iε − > = ，故

0xε > ，且 ( , )xB x Uε ⊂ 。于是 ( , )x
x U

U B x ε
∈

= ∪ 。 

Pro. 记 { | }d U Uτ = 是(X,d)若干球形邻域的并集  ，则 dτ 是 X 上的一

个拓扑。 
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注 我们称 dτ 为由度量诱导的拓扑，常常将度量空间 看作是

拓扑空间

( , )X d

( , )dX τ  

Question 设 ( , )X ρ 是度量空间， ( , )( , ) ,
1 ( , )

x yx y
x y

ρρ
ρ

′ =
+

问 ( , )X ρ′

是度量空间吗？  

解  因为 ( , )X ρ 是度量空间，故 

(1) 
( , )( , ) 0

1 ( , )
x yx y

x y
ρρ
ρ

′ = =
+

当且仅当 ( , ) 0x yρ = 当且仅当 x y= . 

(2) 
( , ) ( , )( , ) ( , )

1 ( , ) 1 ( , )
x y y xx y y

x y y x
xρ ρρ ρ

ρ ρ
′ ′= = =

+ +
。 

(3)因 ( )
1

xf x
x

=
+
在[0 上单调递增，而, )+∞ ( , ) ( , ) ( , )x z x y y zρ ρ ρ≤ +  

故
( , ) ( , ) ( , )( , )

1 ( , ) 1 ( , ) ( , )
x z x y yx z z

x z x y y z
ρ ρ ρρ
ρ ρ ρ

+′ = ≤
+ + +

 

( , ) ( , )
1 ( , ) ( , ) 1 ( , ) ( ,

x y y z
)x y y z x y y z

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

= +
+ + + +

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 ( , ) 1 ( , )

x y y z x y y
x y y z

zρ ρ ρ ρ
ρ ρ

′ ′≤ + = +
+ +

 

于是 ( , )X ρ′ 也是度量空间。 
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