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第一章 整 除

初等数论的研究对象主要是整数集合Z和正整数集

合N +。 

整除理论和同余理论是初等数论的两大支柱，其中

整除理论是初等数论的基础，是对涉及除法运算的整数

的算术内容作抽象的、系统的总结，它的主要结果是唯

一分解定理（也称算术基本定理）和最大公约数理论；

同余理论是初等数论的堂奥，它包含了初等数论所特有

的思想和手法。 
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1.1 整数的除法

我们知道在整数集Z 中可以进行加法“ +”和乘法“ ⋅”运算，这

两种运算具备下述特性： 

加法“ +”满足 

(1) 交换律：对任意 ,a b Z∈ ，有a b b a+ = + ； 

(2) 结合律：对任意 , ,a b c Z∈ ，有 ( ) ( )a b c a b c+ + = + + ； 

(3) 存在零元“0”，对任意a Z∈ ，有 0a a+ = （或0 a a+ = ）； 

(4) 对任意a Z∈ ，存在负元“ a− ”，使得 ( ) 0a a+ − = （或 ( ) 0a a− + = ）；

依据(1)~(4)，借助并非十分简单的推理，我们还可以知道， 

(5) 零元是唯一的； 

(6) 负元是唯一的； 

(7) 加法满足消去律：若 , ,a b c Z∈ 且a b a c+ = + ，则b c= 。 
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乘法“ ⋅”满足 

(i) 交换律：对任意 ,a b Z∈ ，有a b b a⋅ = ⋅ ； 

(ii) 结合律：对任意 , ,a b c Z∈ ，有 ( ) ( )a b c a b c⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ； 

(iii) 存在单位元“1”，对任意a Z∈ ，有 1a a⋅ = （或1 a a⋅ = ）； 

(iv) 非零元可消去：若 , ,a b c Z∈ ， 0a ≠ ，a b a c⋅ = ⋅ ，则b c= ； 

依据(i)~(iii)我们知道乘法还满足 

(v) 单位元 1 唯一。 

乘法“ ⋅”对于加法“ +”还满足分配律 

左分配律：对任意 , ,a b c Z∈ ，有 ( ) ( ) ( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅ ； 

或右分配律：对任意 , ,a b c Z∈ ，有( ) ( ) ( )b c a b a c a+ ⋅ = ⋅ + ⋅ 。 

为了方便，我们常将乘法a b⋅ 简记为ab。 

    注意到整数集对于除法运算是不封闭的，即设 ,a b Z∈ ， 0b ≠ ，则
a
b
不一定是整数，

也就是说不一定存在整数c，使得a bc= 。由此就产生出初等数论中第一个基本概念：

整除。 
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定义 1.1.1(整除) 设 ,a b Z∈ ， 0b ≠ ，如果存在整数c使得a bc= ，则称b整除a（或称a能被b整除），

记为 |b a。这时称b是a的一个因数（也称约数、因子），而a为b的倍数。 

如果不存在整数c使得a bc= ，则称b不整除a，记为 |b a/ 。 

例 1  2 | 8, 3 | 9, 6 | 8− / 。   

易见：(1) 对每一整数n，都有 1| n± ； 

(2) 对于每一非零整数n，都有 | 0, |n n n± ± 。 
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由整除的定义及乘法“ ⋅”的性质，我们可以推出整除有如下性质： 

 

定理 1.1.1 (1) | | | | | ||| |a b a b a b a b a b⇔ − ⇔ − ⇔ − − ⇔ ； 

(2) 0b ≠ 且 | | | | |a b a b⇒ ≤ ； 

(3) |a b且 |b c⇒ |a c； 

(4) |a b且 |b a⇒ b a= ± ； 

(5) |a b且 |a c ⇔对任意 ,t s Z∈ 有 |a tb sc+ ； 

(6) 设 0m ≠ ， |a b ⇔ |ma mb。 
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定理 1.1.1 (1) | | | | | ||| |a b a b a b a b a b⇔ − ⇔ − ⇔ − − ⇔ ； 

(2) 0b ≠ 且 | | | | |a b a b⇒ ≤ ； 

(3) |a b且 |b c⇒ |a c； 

(4) |a b且 |b a⇒ b a= ± ； 

(5) |a b且 |a c ⇔对任意 ,t s Z∈ 有 |a tb sc+ ； 

(6) 设 0m ≠ ， |a b ⇔ |ma mb。 

每一位非零整数的因子只有有限多个

整除具有传递性

将整除和线性组合联系起来

例 2 设n为整数，求证：若3 | n且4 | n，则12 | n。 

证明：由3 | n知存在整数m使得 3n m= ，所以由题意知 4 | 3m由此及

4 | 4m，利用“定理 1.1.1(5)”，我们有 

4 | (4 3 )m m m− = ， 

所以 4 ,m k k Z= ∈ ，从而 12n k= ，即12 | n。 

例 3 设m为奇数，n Z∈ ， 求证：若 | 2m n，则 |m n。 

证明：可设 2 1,m k k Z= + ∈ 。因为 | 2m n，所以 | 2m kn，注意到 |m mn，

再由定理 1.1.1(5)知， | ( 2 ) ( 2 )m mn kn m k n− = − ，所以 |m n。 
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定义 1.1.2 设 x R∈ ，我们以[ ]x 表示不超过 x的最大整数，称作实数 x的整数部分；而

[ ]x x− 称作实数 x的小数部分，记为{ }x 。 

由定义 1.1.2 易知 [ ] { }x x x= + ，0 { } 1x≤ < 。 

容易证明：(1) [ ] { } 0x Z x x x∈ ⇔ = ⇔ = ； 

              (2) 若n Z∈ ，则 x R∀ ∈ 有[ ] [ ]x n x n+ = + 。 

 

例 4 [3.14] ?= ，{3.14} ?= ；[ 0.6] ?− = ，{ 0.6} ?− = 。 

解：[3.14] 3= ，{3.14} 0.14= ；[ 0.6] 1− = − ，{ 0.6} 0.4− = 。 
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下面给出整数的一个基本性质------初等数论证明中最重要、最基本、最直接的工具！

定理 1.1.2（带余除法）设 ,a b是两个给定的整数， 0b > ，则存在唯一

决定的一对整数q和r ，使得 

a qb r= + ，0 r b≤ < 。 

注意定理 1.1.2 中要求除数 0b > ，但是很容易推广为 0b ≠ ，因为当除

数 0b < 时，我们总可以将之化为除数大于零的情况，事实上此时

a a
b b

−
=
−

，而 0b− > 。 
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定理1.1.2设 ,a b是两个给定的整数， 0b > ，则存在唯一决定的一对整数q和r，使得a qb r= + ，0 r b≤ < 。

证明：（存在性）先证满足条件的q和r 是存在的。 
 

（唯一性）再证q和r 是唯一决定的。 
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最大公约数和最小公倍数

定义 1.1.3 设a ,b 是两个不全为零的整数，a 和b 的最大公约数是指满足下述条件的整数d ： 

(1) d 为a 和b 的公约数，即 |d a 且 |d b ; 

(2) d 为a 和b 的所有公约数中最大的，即对整数c ，如果 |c a 且 |c b ，则c d≤ 。 

记为 ( , )a b ，有时也记为gcd( , )a b (gcd 即 the greatest common divisor)。 

由定义知 ( , ) max{ : |a b d d a= 且 | }d b 。 

将最大公约数的定义推广，我们可用 1 2( , , , )na a aL 表示不全为零的有限个整数 1 2, , , na a aL

的最大公约数 ： 

{ }1( , , ) max : 1 , , |n ia a d i n i N d a= ∀ ≤ ≤ ∈L 。 

定义 1.1.4 当( , ) 1a b = 时，我们称a和b互素（既约），即a和b只有公约数 1± 。 
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定义 1.1.5 设a ,b是两个均不为零的整数，a和b的最小公倍数是指满足下述条件的整数m： 

(1) m为正整数，且m为a和b的公倍数，即 0m > ，且 |a m， |b m ; 

(2) m为a和b的所有正公倍数中最小者，即对整数c，如果 0c > ，且 | , |a c b c，则m c≤ 。 

记为[ , ]a b ，有时也记为 lcm( , )a b (lcm 即 the least common multiple)。 

由定义知[ , ] min{ : |a b m a m= 且 | , 0}b m m > 。 

将最小公倍数的定义推广，我们可用 1 2[ , , , ]na a aL 表示均不为零的有限个整数

1 2, , , na a aL 的最小公倍数： 

[ ] { }1, , min : 1 , , | , 0n ia a m i n i N a m m= ∀ ≤ ≤ ∈ >L 。 
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下面给出关于最大公约数、最小公倍数的一些有用的性质。

定理 1.1.3 (1) ( , ) ( , ) ( , )a b b a a b= = − ＝ ( , )a b− ( , )a b= − − ， 

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]a b b a a b a b= = − = − [ , ]a b= − − ； 

(2) 若 |a b，则 ( , ) | |a b a= ，[ , ] | |a b b= ； 

(3) 对任意整数 x，有( , ) ( , )a b a b ax= + ； 

(4) 对任意整数 |d a，有[ , ] [ , , ]a b a b d= 。 

证明：利用最大公约数、最小公倍数的定义和整除的性质（定理 1.1.1（5））。 
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定理 1.1.4 (1) | , | [ , ] |a c b c a b c⇔ ;   （公倍数一定是最小公倍数的倍数） 

(2) | , | | ( , )d a d b d a b⇔ 。 （公约数一定是最大公约数的约数） 
 

证明：(1) (⇐ )显然。 

(⇒ )利用带余除法（定理 1.1.2）和最小公倍数的定义。 
 

(2) (⇐ )显然。 

(⇒ )设 1 2, , , nd d dL 为a和b的全体公约数， 1 2[ , , , ]nL d d d= L 。 

由最大公约数的定义说明 ( , )L a b= 。 

推论 1.1.4 ( , , ) (( , ), )a b c a b c= ，[ , , ] [[ , ], ]a b c a b c= 。 
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定理 1.1.5 (1) 设m为正整数，则 ( , ) ( , )m a b ma mb= ， [ , ] [ , ]m a b ma mb= ；

(2) 若 ( , ) 1m a = ，则 ( , ) ( , )m ab m b= ； 

(3) 若 ( , ) 1m a = ， |m ab，则 |m b； 

(4) 若 ( , )a b d= ，则 ( , ) 1a b
d d

= ； 

(5) | |[ , ]
( , )

aba b
a b

= 。 
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若( , ) 1m a = ，则 ( , ) ( , )m ab m b= ； 
 

若( , ) 1m a = ， |m ab，则 |m b； 
 

若( , )a b d= ，则 ( , ) 1a b
d d

= ； 

 

(2) 只考虑 0mb ≠ 的情形，此时利用 ( , ) 1m a = ，推论 1.1.4，定理 1.1.3(2)以及定理 1.1.5(1) 

(3) 利用定理 1.1.3 和(2)。 

(4) 考虑 ( , ) ( , )a ba b d d
d d

= ⋅ ⋅  

设m 为正整数，则 ( , ) ( , )m a b ma mb= ， [ , ] [ , ]m a b ma mb= ； 
 

证明：(1) 设 ( , ), ( , )D a b D ma mb′= = 。利用最大公约数的定义证明D mD′ =  

 
 

类似可证 [ , ] [ , ]m a b ma mb= 。 

 

| |[ , ]
( , )

aba b
a b

= 。 

 (5) 先考虑 ( , ) 1a b = 的情形，再利用（1）证明( , ) 1a b ≠ 的情形。 
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以上结论均从定义出发来证明，这种方法、技巧在整除理论中十分基础、重要。

下面我们从线性组合的角度来考查最大公约数。

定理 1.1.6 设 ,a b为不全为零的整数，则 

( , ) min{ : , , , 0}a b s s ax by x y Z s= = + ∈ > 。 

证明：令 { : , , }S s s ax by x y Z= = + ∈ 。考虑S 中最小的正整数 0s ，证明 0 ( , )s a b= 。 

 

推论 1.1.6 设 ,a b Z∈ 且不全为 0， { }: , ,S s s ax by x y Z= = + ∈ ，则S由 ,a b最大公约数的所有倍

数构成。 
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定理 1.1.6 给出了最大公约数的一个明确表达式，使得我们在证明它们的

性质时有了另外一种推导方法。定理 1.1.5 由定义出发给出的证明可以利用该

表达式重新给出更为简明的证明。 

 

例 5 求证： ( , ) ( , )m a b ma mb= 。 

证明：由定理 1.1.6 知， 

( , ) min{ : , , , 0}
min { : : , , 0}

( , )

ma mb s s ma x mb y x y Z s
m s s ax by x y Z s

m a b

= = ⋅ + ⋅ ∈ >
= = + ∈ >
=
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借助上述的结论我们还可以探讨二元一次不定方程 ( , , )ax by c a b c Z+ = ∈ 的整数解

并获得下述定理。 

定理 1.1.7 一般地，设 ,a b为不全为零的整数，则 

方程ax by c+ = 有整数解 { }: , ,c s s ax by x y Z⇔ ∈ = + ∈ ( , ) |a b c⇔ 。 

特别地有， 

( , ) 1a b = ⇔存在整数 0 0,x y 使得 0 0 1ax by+ = 。 

由定理 1.1.7 可知：在a和b互素时，任一整数n一定可以表示为n ax by= + ，其中 ,x y

均为整数，这时有： 

推论 1.1.7 设 ( , ) 1a b = ，则{ }: , ,s s ax by x y Z Z= + ∈ = 。 

    在本书“2.4 同余方程的一般理论”一节中，将以新的视角考察二元一次不定方程

( , , )ax by c a b c Z+ = ∈ ，获得和定理 1.1.7 相同的结论并且给出解的结构（参见定理 2.4.1

及定理 2.4.2）。 
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1.2  算术基本定理 （唯一分解定理）

定义 1.2.1 设 p为大于 1 的正整数，如果 p除 1 和它自身外没有其它正因子，则称 p为素数（或

质数，不可约数）；否则称为合数。 

正整数便可以分为三大类：1，素数，合数。 

由素数的定义易知，对素数 p及任一整数n有 

                   
1 |

( , )
|

p n
p n

p p n
⎧ /

= ⎨
⎩

。 
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定理 1.2.1 设 p是素数， 1 2, , , na a aL 为整数，其中 2,n n Z≥ ∈ ，如果
1

|
n

k
k

p a
=
∏ ，

则必 

,1i i n∃ ≤ ≤ ，使得 | ip a 。 

证明：利用数学归纳法来证明。 
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定理 1.2.2（算术基本定理） 设整数 1n > ，那么必有
1

m

i
i

n p
=

=∏ ，其中 (1 )ip i m≤ ≤ 为素

数；若不计素因子的次序，这个分解式是唯一的。 

证明：先证明分解式的存在性。利用数学归纳法。 

再证分解式的唯一性。 



2012-11-3 1.2 算数基本定理 24

将分解式 1 2 mn p p p= L 中相同的素数进行合并，即得 

1

i

s
e
i

i

n p
=

=∏ ， 

其中 (1 )ie i s≤ ≤ 均为正整数， 1, , sp pL 为两两不同的素数。 

上式称为n的标准算术分解式。 

例 1 532 2 2 2 2 2 2= × × × × = ， 

    2 2 1180 2 2 3 3 5 2 3 5= × × × × = × × 。 
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定理 1.2.3 设 1 2
1 2

s
sa p p p αα α= L , 1 2

1 2
s

sb p p p ββ β= L ，其中 1, , sp pL 是不同的素数， ,i iα β 是非负整数，则 

(1) 1 2
1 2

s
sab p p p γγ γ= L ，其中 ,(1 )i i i i sγ α β= + ≤ ≤ ； 

(2) | (1 )i ia b i sα β⇔ ≤ ≤ ≤ ； 

(3) 1 2
1 2( , ) see e

sa b p p p= L ,其中 1 , min{ , }i i ii s e α β∀ ≤ ≤ = ； 

(4) 1 2
1 2[ , ] sdd d

sa b p p p= L ,其中 1 , max{ , }i i ii s d α β∀ ≤ ≤ = ； 

(5) ( , )[ , ]a b a b ab= 。 
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例 2 求解 (45,100)和[45,100] 

解：易知 0 245 2 3 5= × × ， 2 0 2100 2 3 5= × × ，利用定理 1.2.3 中的结论可得 
0 0 1(45,100) 2 3 5 5= × × = ， 

2 2 2[45,100] 2 3 5 900= × × = 。 
 

例 3 设 ,a b N +∈ ，证明： ( , ) | [ , ]a b a b 。 

证明：设正整数a和b的标准分解式分别为 
1 2

1 2
s

sa p p p αα α= L ， 

1 2
1 2

s
sb p p p ββ β= L ， 

由定理 1.2.3 的(3)和(4)知， 
1 2

1 2( , ) see e
sa b p p p= L ， min{ , }i i ie α β= ， 

1 2
1 2[ , ] sdd d

sa b p p p= L ， max{ , }i i id α β= ， 

显然有 i ie d≤ (1 )i s≤ ≤ ，又由定理 1.2.3 的(2)知 ( , ) | [ , ]a b a b 。 
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1.3  素数

由上节内容可以看到，素数的研究也是一个重要课

题。关于素数的问题有很多，例如素数的多少，素数的
分布及素性判断等，这些问题的研究对于密码学的发展
也起到了重要作用。在这里我们仅介绍一些重要结论，
更多内容请查阅相关文献。

关于“素数是否有无穷多个”这个问题，早在公元前3
世纪，Euclid就给出了肯定的回答：
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证明：利用反证法。考虑 
1

1
m

k
k

n p
=

= +∏ 。 

 

定理 1.3.1 素数有无穷多个。 
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令 ( )xπ 表示不超过 x的素数的个数（其中 x为任意正实数）。下面两个定理给出了素

数分布的一些性质，说明素数在正整数中的分布是稀疏的。 

定理 1.3.2 ( )lim 0
x

x
x

π
→+∞

= 。 

定理 1.3.3（素数定理）
( )lim 1

ln
x

x
x
x

π
→+∞

= 。 

     

密码学中经常要用到一些大素数，这就涉及到素性判断的问题，或者寻找素数的问

题，这里我们介绍一种较为古老的寻找素数的方法——Eratosthenes 筛法。在以后的章节

中，我们将会陆续介绍几种利用数论知识而设计的素性检验方法。 
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定理 1.3.4 设整数 2n ≥ ，若n是合数，则必有素数 | ,p n p n≤ 。 

 

定理 1.3.4 给出了一个寻找素数的有效方法。 

我们利用一个具体的例子来给出这一方法。例如，现在为求不超过任意给定正整数 0N

的所有素数，我们只要把 1 及不超过 0N 的所有正合数都删去。 

由定理 1.3.4 知不超过 0N 的正合数n必有一个素因子 0p n N≤ ≤ ，因而，只要先求

出不超过 0N 的全部素因子 1 2, , , sp p pL ，然后依次把不超过 0N 的正整数中除 1 2, , , sp p pL

以外的 1p 的倍数， 2p 的倍数，…， sp 的倍数全部删去，这样就删去了不超过 0N 的全部正

合数，剩下的正好就是不超过 0N 的全部素数。 
 



2012-11-3 1.3 素数 31

例 1 求出不超过 100 的所有素数。 

记 0 100N = ，则 0 10N = 。列出从 2 到 100 的全部整数。由于不超过 10 的素数有 2，

3，5，7，保留 2，3，5，7，再把其余的大于 1 而不超过 100 的正整数中 2 的倍数（＼），

3 的倍数（／），5 的倍数（－），7 的倍数（×）依次删去，剩下的即为不超过 100 的

所有素数。 
 

2 3 4 5 6 7 8 9 1 0
1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 2 0
2 1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2 7 2 8 2 9 3 0
3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3 7 3 8 3 9 4 0
4 1 4 2 4 3 4 4 4 5 4 6 4 7 4 8 4 9 5 0
5 1 5 2 5 3 5 4 5 5 5 6 5 7 5 8 5 9 6 0
6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6 6 7 6 8 6 9 7 0
7 1 7 2 7 3 7 4 7 5 7 6 7 7 7 8 7 9 8 0
8 1 8 2 8 3 8 4 8 5 8 6 8 7 8 8 8 9 9 0
9 1 9 2 9 3 9 4 9 5 9 6 9 7 9 8 9 9 1 0 0
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下面我们来介绍密码学中常用的，具有特殊形式的几种素数。

定义 1.3.1 形如 22 1
n

nF = + 的整数称为 Fermat 数；形如 22 1
n

nF = + 的素数称为

Fermat 素数。 

最小的 5 个 Fermat 数为 

0 3F = ， 1 5F = ， 2 17F = ， 3 257F = ， 4 65537F = ， 

它们均为素数。Fermat 曾经猜测所有的 Fermat 数都是素数，但是 1732

年 Euler 巧妙地证明了 

5 641 6700417F = × 。 

目前人们还不知道 Fermat 素数是否有无穷多个。 
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定义 1.3.2 p为素数，形如 2 1p
pM = − 的素数称为 Mersenne 素数。 

1644 年，法国数学家 M. Mersenne 研究这类素数，成果较为显著，

故而后来人们称这类素数为 Mersenne 素数。 

到 2005 年为止，人们共发现了 42 个 Mersenne 素数，它们对应于

素数 2,3,5,7, ,25964951p = L 。其中目前知道的最大 Mersenne 素数

25964951M 是由一名德国数学爱好者发现的，它是一个 7816230 位的数。

定义 1.3.3 除以 4 余 3 的素数称为 Blum 素数，两个 Blum 素数的乘积称为 Blum 整数。



2012-11-3 1.4 Euclid算法 35

1.4  Euclid算法（辗转相除法）

定理 1.4.1（Euclid 算法） 设 0 1 1, , 0a a Z a∈ > ，按下述方式反复作带余除法，有

限步后必可除尽， 

0 0 1 2 2 1

1 1 2 3 3 2

2 2 3 4 4 3

2 2 1 1

1 1 1

0
0
0

0
( 0)

n n n n n n

n n n n

a q a a a a
a q a a a a
a q a a a a

a q a a a a
a q a a

− − − −

− − +

= + < <
= + < <
= + < <

= + < <
= =

M M
 

并且有 0 1( , ) na a a= 。 

 

证明：利用带余除法和定理 1.1.3(3)“ ( , ) ( , )a b a b ax= + ”。 
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由定理 1.4.1 叙述中倒数第二式可得 

0 1 2 2 1( , )n n n na a a a q a− − −= = − ， 

即 0 1,a a 的最大公约数可以表示为 1na − 和 2na − 的整系数线性组合。 

同理，由定理 1.3.1 叙述中倒数第三式可将 1na − 表为 2na − 和 3na − 的整系数线性组合，将之代入 

0 1 2 2 1 2 2 3 3 2( , ) ( )n n n n n n n n na a a a q a a q a q a− − − − − − − −= = − = − − ， 

即可得 na 由 2na − 和 3na − 的线性表出。 

利用定理 1.4.1 叙述中倒数第四式，又可得 na 由 3na − 和 4na − 的线性表出，依次下去，最后就可

以得到 na 表为 0 1,a a 的整系数线性组合。 

     

辗转相除法不但可以导出“ 0 0 0 0, , ( , )x y Z a b ax by∃ ∈ = +使得 ”这一重要的结论，而且蕴涵了

线性表出系数 0 0,x y 的具体求法。 
 

2 2 1n n n na q a a− − −= +
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例 1：求 963，657 的最大公约数，并把它表示为 963，657 的整系数线性组合。 

解：利用辗转相除法可得： 

963 1 657 306

657 2 306 45

306 6 45 36

45 1 36 9

36 4 9

= × +

= × +

= × +

= × +

= ×

9 7 657 15 (963 657) 22 657 15 963

9 7 (657 2 306) 306 7 657 15 306

9 45 (306 6 45) 7 45 306

9 45 36

= × − × − = × − ×

= × − × − = × − ×

= − − × = × −

= −

即(963,657) 9 22 657 ( 15) 963= = × + − × ，换一个角度来看， 

15, 22x y= − =  

就是二元一次不定方程963 657 9x y+ = 的一组解。 
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Euclid 算法的计算机实现可描述如下， 

 
输入：整数 0a b> ≥  
 
输出：a 和 b 的最大公约数(a, b) 
 

1.  X← a;  Y← b； 
 
2.  while(Y ≠ 0 ) do 
 

(i) R=X mod Y； 
(ii) X=Y； 
(iii) Y=R； 
 

3.  return X=(a, b)。 
 
 
算法输入要求 0a b> ≥ ，是出于表达方便的目的，具体实现时，

可利用性质 ( , ) (| |,| |)a b a b= 来具体调整输入。 

在本书中称上述的实现为原始的 Euclid 算法 
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推广的 Euclid 算法的描述如下： 
 
输入：整数 0a b> ≥  
 
输出：a 和 b 的最大公约数(a, b)，及整数 0 0,x y 使得 0 0 ( , )ax by a b+ =  

 
1. 1 2 3( , , )X X X ← (1,0, )a ; 1 2 3( , , )Y Y Y ← (0,1, )b ;         (*初始化) 

   
2.  while( 3Y ≠ 0 ) do 

(i) 3

3

XQ
Y

⎢ ⎥
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

; 

(ii) 1 2 3( , , )T T T ← 1 1 2 2 3 3( , , )X QY X QY X QY− − − ; 
 
(iii) 1 2 3( , , )X X X ← 1 2 3( , , )Y Y Y ; 
 
(iv) 1 2 3( , , )Y Y Y ← 1 2 3( , , )T T T ; 
 

3. return 3X = (a, b); 1 0X x= ; 2 0X y= 。 
 

利用数学归纳法可以证明算法中的变量满足以下关系：
 

1 2 3aT bT T+ = ; 1 2 3aX bX X+ = ; 1 2 3aY bY Y+ = 。 
 

这一关系正是保证算法输出满足条件的关键所在。 
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例 2 利用推广的 Euclid 算法来求解例 1 中的问题。 

 

解：我们用下表给出推广的 Euclid 算法的一系列结果： 
 

循环次数 Q X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3 

初值  1 0 963 0 1 657 

1 1 0 1 657 1 －1 306 

2 2 1 －1 306 －2 3 45 

3 6 －2 3 45 13 －19 36 

4 1 13 －19 36 －15 22 9 

5 4 －15 22 9 73 －107 0 
 

 
所以 (963,657) 9 936 ( 15) 657 22= = × − + × 。 

 


