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摘 要:数学史进入课程是数学新课程改革的重要理念之一。数学史则是最具权威的课程资源,具有

明理、哲思、求真三重教育价值。具体表现在以下三个方面:(1)从数学到教育数学:隐匿数学思维的本源结

点;(2)从绝对主义到拟经验主义:折射数学是发展的科学与假说;(3)从概念思维模式到实体世界:隐喻数学

是科学的基础和语言。
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  数学,源自河谷的古老文明,绵延上下五千年,
传承着人类最富有理性魅力的科学文化。追溯古

今,每一个数学真理的获得,都闪耀着人类思想的

光辉;每一个数学问题从绝境中突破,都折射出数

学家的睿智和灵感;每一个划时代的数学思想及其

理论体系的创生,都孕育着人类科学新的跨越。数

学史,一部恢弘壮丽的数学文明发展史诗,是人类

用实践和智慧铸就的理论丰碑。
数学史进入课程是数学新课程改革的重要理

念之一。在课程变革由结构-功能视角向文化-
个人视角转变的过程中,文化融入是师生对课程改

革适应性的一个重要因素[1]。对数学学科而言,数
学史是数学文化生成的文库性资源,是最具权威的

课程资源,具有明理、哲思与求真三重教育价值。
(1)明理:数学知识从何而来? 数学史展示数学知识

的起源、形成与发展过程,诠释数学知识的源与流;
(2)哲思:数学是一门什么样的科学? 数学史明晰数

学科学的思想脉络和发展趋势,让学生领悟数学科

学的本质,引发学生对数学观问题自觉地进行哲学

沉思,有利于学生追求真理和尊崇科学品德的形成;
(3)求真:数学科学有什么用? 数学史引证数学科学

伟大的理性力量,让学生感悟概念思维创生的数学

模式对于解析客观物质世界的真理性,提高学生对

数学的科学价值、应用价值、文化价值的认识。

  一、从数学到教育数学:隐匿数学思维

的本源结点

  (一)教材:史学形态向教育形态转化的文本

教材是依据课程标准编写的供师生据以进行

教学活动的材料,具有概括性和简明性。作为教材

内容的“教育数学”是已经被标本化了的数学,省略

了概念形成和概念同化的过程。教材的编写多是形

式化和演绎化的方式,既不可能按数学发展顺序编

写,也不可能按难易程度编写。因此,教材的数学知

识结构、概念体系只能是相对完整的。学生在使用

教材时,就会觉得数学知识及其结构的突兀性,仿佛

是“先天预成”的。对此,M·克莱因在《古今数学思

想》的绪言中有过精辟论述:课本上字斟句酌的叙

述,未能表现出数学思维创造过程中的斗争与挣扎、
挫折与失败,以及在建立一个数学结构之前,数学家

所经过的艰苦漫长的努力。对学生而言,这一切都

极有价值……[2]。这段文字表达了一个鲜明的观

点:数学是人类思维创造的结晶,与“教育数学”有教

育形态上的区别。教材具有局限性,数学教学应寻
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找数学知识产生的本源思维结点,使学生了解数学

知识发生和发展的创造性思维过程。
(二)数学史:重要的数学教学与课程资源

1.数学史呈现数学知识的发生、发展与形成

过程

数学知识是数学家的思维成果和智慧的结晶,
体现数学家的创造性思维劳动。数学史一般比较

详尽地记载了数学知识的发生与发展过程,是最具

权威的课程资源,在数学史中寻觅数学知识的感性

材料,汲取营养是一条重要的教学思想途径。
第一,应用数学史,可以把握数学知识的源与

流,加深对数学知识的理解。中小学数学中的很多

问题,属于“教育数学”范畴,是经过改写加工而成

的,不可能再现知识的原貌,学生理解数学知识往

往见木不见林,一知半解,浅尝辄止。如,希腊几何

作图三大难题、孙子问题、斐波那契数列问题、哥尼

斯堡七桥问题等等,数学家在解决这些问题的过程

中,或提出新的数学定理,或开创新的数学分支,只
有数学史才能让学生了解这些,教材中很难找到真

正的“问题解决”方法的途径,或被简单化,或被进

行理想化的编造,数学知识的本源思想被粉饰得面

目全非。第二,应用数学史,可以统一概念认识,把
握数学知识的体系性。一标多本是基础教育课程

改革的主要特征之一,教材的多样化也使得各教材

概念体系不尽相同。如,“函数”概念,不同版本教

科书对“函数”概念的语言叙述、体例形式、顺序安

排几乎都有些差别,只有数学史才能让学生了解

“函数”概念的全貌。学习数学史,学生对相关数学

知识概念有一个比较完整的了解和“体系性”的把

握,知识有了生根的土壤。第三,应用数学史,可以

体验到真实的数学情境。数学知识概念并不是数

学家的“神来之笔”,许多大数学家在解决问题时都

走过弯路,甚至犯过错误,数学史使学生了解真实

的数学家思维,进而获得数学成功与失败的不同情

感体验。例如,数学史中的一些经典的数学名题是

比较理想的教育教学素材,它或者直接提供了相应

数学内容的现实背景,或者揭示了实质性的数学思

想方法,或者展示了数学家突破重围、创造性解决

问题时的艰辛与获得解答时的兴奋。对于学生来

说,这是一种思想上的洗礼与意志上的历练。如,
从阿贝尔到伽罗瓦(一个中学生数学家)、费马大定

理、哥德巴赫猜想、四色问题等,都是具有优良教育

价值的寓思想性和知识性于一体的数学史素材,对
于拓展学生的数学视野,培养学生的探索精神,丰
富学生的情感体验无疑是十分有益的。

2.数学史启迪数学思想方法

数学史留下数学家处理数学问题的痕迹,它或

明或暗地吐露数学家处理有关问题的思想和方法,
如归纳推理、概括分析、类比猜想等逻辑思维方法

以及跳跃性的直觉思维方法,这些思想方法正是学

生所要效法的。应用数学史,选择典型的数学史题

材,分析数学家发明发现的心智活动,透视数学家

的脑海里有什么灵光,对学生学习起到方法论的启

迪作用。如:平行公设与公理化思想;解析几何的

创立与数形结合思想;康托尔的集合论与无限的思

想等等都蕴涵着经典的数学思想方法。
数学知识的产生具有二重性,即具有“明线”与

“暗线”两个层面,前者是数学知识的发生与发展,
这是可见的;后者是数学思想方法的生成,寓数学

知识的发生之中。这是“暗箱操作”,学生对数学家

为了解决问题而绞尽脑汁所“闪现”的数学思想方

法更有着深深的神秘感。教材在处理数学问题时,
所运用的数学思想方法也几乎是数学家的“信手所

得”,但实际上却并非如此。数学家研究问题一般

有两种截然不同的心智类型:一是专注于逻辑与解

析,看似一个诸如“角总是可以剖分”这样简明的问

题,在他们看来,这个命题根本不是明白的,需要十

分冗长的计算与证明;一是凭借直觉和图形,读其

著述,可能疑团顿生,但道破之后,便涣然冰释。即

是说,数学家的心智所体现的数学思想方法隐匿在

书海之中。高斯说:“凡有自尊心的建筑师,在瑰丽

的大厦建成之后,决不会把脚手架留在那里。”数学

也是如此,知识和方法相伴而生,浑然天成。前者

是瑰丽的大厦,后者是“脚手架”。这样相对于知识

而言,数学思想方法就更难从有关著作中展示出来

了,数学史的作用就尤其突出了。无怪乎 M·克

莱因、科朗等对于数学史在数学教育教学中的重要

性十分关注。“数学史可以提供整个课程的情况,
使课程的内容互相联系,并且与数学思想的主干联

系起来。”[3]

  二、从绝对主义到拟经验主义:折射数

学是发展的科学与假说

  中小学数学教学实践中,一般很少深入思考数

学的本质。学生潜意识地认为数学是一门严格的

科学,一代又一代的人是在数学是绝对正确的理念

下学习和成长的。数学史明确地揭示了这种观念

是肤浅的,数学是人类的思维创造,是心灵的产物,
它是在不断修正、不断补充的过程中,蕴含了一代

又一代数学家和哲学家的思想观点,形成和发展



的。对于学生而言,了解这一点是大有裨益的。中

学生正处于科学世界观的形成阶段,正确地认识数

学,了解数学是怎样的一门学科,对他们树立正确

的数学观和科学观,甚至将来升入大学进一步学

习,都奠定了良好的认识论基础。过去的课程和教

学,忽视数学史在这一方面的作用,把数学看成是

绝对真理,对待数学的情感和态度也是僵死的。数

学理性精神的“育人”的价值观无法得到体现。新

课标把“情感、态度、价值观”纳入教育目标,这些目

标是很难应用理性的方式来传授的,只能用“文化

浸润”的方式达到“润物细无声”的功效,这样数学

史鲜活的教育价值思想自然流淌出来。
(一)数学是怎样一门科学

数学是怎样一门科学,对中学生,甚至教师来

说,恐怕很少有人深入思考,这涉及到对数学发展

的哲学思想认识。早在20世纪初,对数学严密性

与数学基础十分关心的数学家从不同角度审视数

学,希望数学在逻辑上不要出问题,并希望能够“一
劳永逸地建立数学方法的确实性”。由此产生逻辑

主义、直觉主义和形式主义三个典型的学派,他们

围绕“数学基础”问题的认识展开激烈的论争。正

是这些学派对数学基础问题的相互猛烈抨击和精

深的哲学思考,推动了数学科学的发展,逐渐明晰

了数学科学的本质。三派论争的观点和主张长篇

累牍,在此不再赘述。我们要提及的是,论争的结

果使人们深刻认识了数学,这就是各派都认识到他

们各自的局限性,主要是看问题的哲学视角不同,
似有“盲人摸象”之举,但都对数学发展做出了杰出

的贡献。大数学家外尔一语道破:“数学的终极基

础和终极意义尚未解决,我们不知道沿着什么方向

可以找到最终答案,或者甚至于是否有希望得到一

个最终的客观的答案。”[4]4这一论述蕴涵着深刻的

数学本质观。其潜在意义,早在1908年,克莱因在

他写的《高观点下的初等数学》就描述得淋漓尽致:
“数学已长成参天大树,但它不是从最细的根部开

始生长的,也不是只向上生长的,相反,在枝、叶扩

展的同时,它的根系向下扎得越来越深……那么,
我们就能看出,数学中的基础是没有最终结局的,
从另一方面讲,也没有一个最初的起点。”[4]325这是

对数学本质问题的哲学思想的形象隐喻,深刻揭示

了数学的本质:数学是发展着的一门学科,无根无

底,根深叶茂。
(二)数学是发展的科学与假说

1.数学是发展的科学

数学是发展的,这一点毋庸置疑。数学史清晰

地告诉我们,数学形成了庞大的理论体系。特别是

现代数学突飞猛进,新的数学分支如雨后春笋般的

建立起来,数学发展方兴未艾。更值得提及的是,
至20世纪70年代初,布尔巴基学派“结构主义”风
雨过后,由于社会发展向数学领域提出新的挑战,
需要数学应用技术支撑,数学更多地发展核心数学

与应用数学,走向数学的“象牙塔工程”。例如,洛
伦兹的天气动力学研究———混沌问题;艾滋病的恐

怖性流行———建立 HIV传播的数学模型;自由市

场与全球经济一体化———建立可信的数理经济学

与对策论新模型等等。有学者描述:数学象牙塔,
既是实在的,又是抽象的;既在现实的客观世界中,
又在朦胧的高维空间里。能够进得塔里的数学家

便来到另一天地,迷迷茫茫,无边无底,唯一的信

仰、向导、准则就是逻辑,沿着逻辑的脉络,他们雕

呀雕,偶尔也雕出一个个通向世界的洞,这就是象

牙塔的“窗”,也是数学有用于现实世界的一个希望

之光,正是它们得以使数学家自信……象牙塔工程

是需要的,世界需要它不时通过窗孔为之引来逻辑

的负熵[5]。数学发展史足以使人信服:数学是推动

人类历史前进的科学。

2.数学是拟经验的

在鉴赏数学发展成就的同时,我们再回到数学

基础问题上来。如前所述,数学的基础性没有也无

法解决。反映到理论上来,数学有很多缺陷,“选择

公理”就是一例。通俗的“选择公理”是说,如果有

一列无限多的糖果盘,总可以从每只糖果盘中取一

颗糖,构成一个拼盘。这个定理的内容是直白的,
“显然”成立。“选择公理”在大学泛涵分析、拓扑学

等许多理论学科都有应用,承认“选择公理”似乎是

应该的。可是应用“选择公理”,又会出现“巴拿赫

怪论”(1924年波兰数学家证明的一个命题:一个

球体可以分割为无限个部分,和比它的体积大一倍

的球的无限个部分一一对应,并且彼此全等),难道

数学能承认“一个球可以和它的两倍全等”吗? 显

然又不能。“选择公理”用与不用,各有利弊,数学

处于两难境地,数学大厦的基础存在裂缝,因而看

来,数学也是有错误的,也不是绝对正确的,这对学

生数学真理观的形成有很大影响,启迪学生对科学

真理观无限的哲学沉思:数学为什么也有错呢? 其

对立面是思维数学为什么就不能有错呢?!
数学史哲表明:数学绝对主义真理观失败了,

数学仍在发展;数学真理确定性丧失了,拟经验主

义真理观复兴。数学哲学家拉卡托斯认为,数学既

不是经验的,也不是理性的,而是拟经验的(quasi-



empirical)[6]。数学拟经验主义观对我们正确认识

数学教学观产生了深刻的影响:数学教学不能只教

僵死的知识,数学知识是“活性”的。教学首先要教

人学会思考,这是教学方法的金科玉律,从而新课

改倡导探究教学方法有其根深蒂固的数学史思想

基础。拉卡托斯在《证明与反驳》中,以对话体的形

式,虚构了教师在课堂上与学生们讨论正多面体欧

拉公式V-E+F=2的猜想与发现、证明和反驳的

全过程,形象地展现了数学史上对此问题进行研究

探索的真实的历史图景,以此来挑战和批判以希尔

伯特为代表的认为数学等同于形式公理的抽象、把
数学哲学与数学史割裂开来的形式主义数学史观。
拉卡托斯断论:非形式、准经验的数学的发展,并不

只靠逐步增加毋庸置疑的定理数目,而是靠以思辨

与批评、证明与反驳之逻辑对最初猜想的持续不断

的改进。因此,从这个意义上,数学是拟经验的,是
建立在逻辑与直觉基础上的产物,是科学的假说。

  三、从概念思维模式到实体世界:隐喻

数学是科学的基础和语言

  (一)概念思维模式与实体世界的关系

数学史的教育价值还表现在从数学科学的广

泛应用性,让学生感悟到人类理性思维创造的数学

对于解析客观物质世界的科学价值。数学史确凿

地表明,数学的基础存在缺陷,数学的真理性是相

对的,而凭借建立在数学之上的技术,却使人类成

功地登上了月球,探测了宇宙星系。更美妙绝伦的

是,数学结构乃人类智慧创造的思维结构,有时是

先有了这种知识结构,然后晚得多才发现它在现实

中的应用,可谓科学的求真与反魅。如:“圆锥曲线

的发明为的是要解决祈祷神坛的加倍问题,结果却

变成了诸行星绕太阳环行的轨道。卡尔丹和邦别

利所发明的虚数数量,能够奇怪地描绘出交流电的

特点。黎曼的幻想所产生出来的绝对微积分,变成

了相对论的数学方法。而在凯雷和西尔维斯特时

代完全是抽象的矩阵,却可惊奇地适用于由量子论

所揭示出的原子的奇异位置。”[7]19相对论和原子

核物理学等领域提供了许多这样的例证。
让我们还来欣赏几个绝例:广义相对论中,爱

因斯坦预言,来自恒星的光从太阳近旁掠过时将向

太阳一方偏斜,于是,从地球上观测到的恒星位置

将背离太阳移动。由于光线在空间中总是沿着最

短路径传播,光线路径的弯曲实际上表明引力场的

空间是弯曲的。空间弯曲的程度是由宇宙中物质

的分布所决定的,一个区域内的物质密度越大,空

间的曲率也就越大。爱因斯坦并不需要重新发明

关于弯曲空间的数学,他发现一切都已经准备好

了:在此之前半个世纪,数学家黎曼就研究了弯曲

三维空间的问题;且广义相对论所需要的另一个数

学工具张量分析也已经在19世纪末初步建立起来

了[8]257。无独有偶。量子力学的两种基本形式:矩
阵力学与波动力学的等价性又是一例。1926年,
奥地利物理学家薛定谔接连发表6篇关于量子力

学的论文,致力于用一个全新的数学量———波函数

描述微观客体在时空中的定态和运动变化,并建立

起相应的波动方程,用数学语言表达了在空间以特

定形式传播或振动的波的性质,给出了波函数随空

间坐标和时间变化的关系。求解这些偏微分方程

得出的本征值就是量子化假设中的分立能级,对一

系列实例得出了与实验相符的理论解。论文还分

析了微观系统和宏观的关系,证明了这种波动力学

与矩阵力学在数学上的等价性[7]301。还有,正电子

的发现过程更是令人叫绝。1930年,英国理论物

理学家狄拉克发现了描述电子运动的正确方程,这
一发现主要是基于对称性的考虑。但是出人意料

的事情发生了:狄拉克方程预示着存在一个除了负

荷外,每个方面都与电子一样的粒子。以前从未有

人观察到这个假设中的“反粒子”,于是实验物理学

家们开始去寻找它。1932年8月,美国物理学家

卡尔·安德森发现了正电子。人们称这个用数学

方法预言而做出的发现是一个“比现实还现实”的
优美例子[8]342。

凡此种种,我们可以举出许多这样的例证来。
这些事例不由使人们追问数学认识论的三个传统

的主要问题:第一,数学奠基于少数概念或公理之

上,为什么却如此富有成效呢? 第二,数学具有建

构性,这可能成为数学理论的某些不合理性的根

源,为什么数学仍然具有必然性从而保持着恒常的

严格性呢? 第三,数学具有完全的演绎的性质,由
概念思维产生的数学模式,为什么最终能与经验或

物理现实世界相一致呢? 这些质疑一定程度上能

够激起学生浓厚的探究科学奥妙的兴趣,并会自觉

地学习数学史,寻求数学发生认识论的本源。
(二)数学是科学的基础和语言

概念思维模式与实体世界的关系如此美妙,为
什么呢? 概括地说,主体对客观物质世界关系结构

的认识是通过数学思维的物质载体———人脑而产

生的,作为“数学概念反映器”(或产生器),原本是

物质组织的最高形式,再加上数学家的思维方式总

是遵循着具有客观性的逻辑规律来进行的,因此思



维的产物———数学模式与被反映的外界(物质世界

的关系结构形式)往往是一致的,而不能相互矛盾。
这是数学所以能成为认识和改造世界的有效工具

的原因之一[9]。这里的主体是一个哲学范畴,指称

“实体”、逻辑判断中的主语/主词、人等多重含

义[10]。
对数学认识论传统问题的回答是复杂的,涉及

多学科、多理论的精深知识。限于篇幅,我们从两

个维度予以“直观”阐释。其一,基于数学认识论,
抽象的数学结构无论抽象度多高,仍然是以数学

“实体”为载体,只是数学“实体”不再具有本体论上

的意义。布尔巴基学派认为,全部数学都可以按照

结构的观点来建构。这种结构理论“建构”的开放

性,诠释了近代数学结构“实体”意义的本质。近代

发生认识论心理学家皮亚杰的认识颇具解释性,他
认为数学结构观的改变,最显著的特征是抽象数学

与数学“实体”这个术语开始有了联系的新意义。
数学“实体”已不是从我们内部或外部一劳永逸地

给出的理想客体了,“实体”思维早已拓展为有限和

无限维空间了。当数学“实体”从一个水平转移到

另一个水平时,它们的功能会不断地改变。对这类

“实体”进行的运演得到的数学结构,反过来又成为

理论研究的对象,这个过程一直重复下去,任何结

构都能按照它的水平变成“实体”[11]。于是我们不

难理解,人类思维运演的数学结构能够拟合经验与

物理世界是很“自然”的了,因为它具有本源性的

“实体”意义,渊源于客观物质世界,只不过认识主

体的思维活动内化为运演的形式时,数学结构以符

号的形式运演,依存于运演的特性(运算符、运算规

则),而不是依存于客体的特性(如位置、联合、排列

顺序)罢了。当然,需要说明的是,数学思维结构运

演本身扩展了人类思维活动的范围,随着复杂数学

思维结构性的增加,不可避免地存在非理性因素,

这也是数学理论存在某些不合理性因素的原因之

一。其二,从数学语言角度来看,数学结构乃公理

化的逻辑运演,逻辑是一种语言,能够把自然世界

“思维”形式化,能够进行摹仿、交流和表达思想。
而语言是人类所特有的用来表达意思、交流思想的

工具。从这个角度讲,数学结构可以解析客观物质

世界,直接应用于生产和生活也是“自然”的,因为

它符合语言的要求。不但如此,就其结构和内容而

言,数学在整个人类科学中,还是一种通用语言,因
为它能被每一个“理性世界”所理解。换句话说,每
一个“理性世界”都能获得数学的解释性,数学是

“理性世界”沟通的桥梁。因此,可以说数学是应用

最广泛的“语言”,是现实中优于任何其他普通语言

的“语言”。概言之,数学是科学(自然科学与社会

科学)的基础与语言。
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